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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Тепломассообмен принадлежит к числу инженерных дисциплин, 
роль которых крайне важна для проектирования и эффективной эксплу¬
атации энергетических объектов различного уровня сложности. Изуче¬
ние тепломассообмена является одним из важнейших условий форми¬
рования современного специалиста-энергетика и специалистов смежных 
отраслей промышленности и сферы обслуживания. 

Отметим исключительно широкий спектр применения знаний 
тепломассообмена. Обеспечение необходимого температурного 
режима - это задача, важная в любой отрасли техники, не говоря уже 
о самом человеке как биологическом объекте, способном функцио¬
нировать только в очень узком интервале температур. В тепловой и 
ядерной энергетике проблема безопасности напрямую связана с тем¬
пературными режимами работы оборудования, особенно в нештат¬
ных, аварийных ситуациях. Эти примеры иллюстрируют меру ответ¬
ственности специалистов в области тепломассообмена. 

Другая характерная черта тепломассообмена - это глубокая 
математизация и компьютеризация учебной и научной составляющих 
дисциплины. В современных разработках требуется применение ма¬
тематических моделей на основе сложных систем дифференциаль¬
ных уравнений в частных производных, описывающих простран¬
ственно-временную эволюцию скалярных полей температур и кон¬
центраций и векторных полей плотностей потоков тепла и массы. 

В арсенале исследователей и инженеров - замечательные мате¬
матические методы и модели, такие как теория пограничного слоя, ме¬
тоды возмущений и теории катастроф, модельные представления турбу¬
лентности, эффективные численные методы и специализированные 
компьютерные программы, такие как ANSYS, COMSOL, MATLAB, 
позволяющие рассчитывать характеристики процессов тепломассооб¬
мена для объектов сложной геометрии на современном уровне. 

Авторы полагают, что учебник «Тепломассообмен», учитываю¬
щий вышеупомянутые особенности, станет полезной начальной школой 
научного и инженерного творчества, будет полезен не только студентам, 
обучающимся по программе бакалавриата, но и магистрантам, аспиран¬
там и специалистам в области тепломассообменных процессов. 

Авторы будут признательны за замечания и пожелания по 
улучшению книги, которые следует направлять по адресу: 111250, 
Москва, Красноказарменная ул., 17, кафедра ТОТ. 
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ВВЕДЕНИЕ 

В первом разделе сформулированы законы переноса теп¬
лоты, вещества, импульса, законы сохранения и дифференциаль¬
ные уравнения тепломассообмена, рассмотрены способы поста¬
новки граничных условий. 

Во втором разделе рассмотрены задачи теплопроводности. 
Изучаются одномерные стационарные задачи как основа для рас¬
чета теплопередачи через плоскую, цилиндрическую и сфериче¬
скую стенки. Ставится проблема интенсификации теплопередачи 
посредством оребрения, решается задача теплопроводности вдоль 
стержня при наличии теплообмена на боковой поверхности. Изла¬
гается методика оптимизации оребрения. Решаются задачи с пе¬
ременным коэффициентом теплопроводности, с внутренними ис¬
точниками теплоты. 

Классические задачи нестационарной теплопроводности 
рассмотрены как прообразы температурных полей в элементах 
энергетического оборудования при пусковых, переходных режи¬
мах. Формулируются теоремы, позволяющие оценить темп охла¬
ждения/нагревания тел в регулярном режиме, а также теорема о 
перемножении решений с перечнем технически важных геомет¬
рий тел, для которых возможны ее применения. Подробно рас¬
смотрены температурные поля, создаваемые линейными и точеч¬
ными источниками тепла, ввиду их важности для техники измере¬
ния теплофизических свойств. 

Изложены основы численных методов теплопроводно¬
сти. Сопоставлены явная и неявная схемы дискретизации. По¬
дробно, с реализацией в виде вычислительной программы, 
представлен метод прогонки. Рассмотрены численные методы 
для многомерных задач. 

В третьем разделе рассматривается теплообмен излучени¬
ем. При явно оговариваемых предположениях вводится матрица 
угловых коэффициентов, зависящая только от геометрии системы 
поверхностей и одинаковая для геометрически подобных кон¬
струкций. Получены решения для замкнутой системы изотерми¬
ческих поверхностей, разделенных прозрачной средой, а также 
для задач со смешанными условиями, когда на некоторых поверх-
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ностях задана плотность результирующего потока излучения. По¬
казано, как учитывается теплопроводность и конвекция в про¬
зрачной газовой среде. Приведены аналитические решения для 
простых геометрических конфигураций. Матричная модель при¬
меняется также для систем с излучающим и поглощающим газом. 
Излучение газа представляют как взвешенную сумму излучений 
смешанных серых газов с различными коэффициентами поглоще¬
ния. Изложение поддерживается работой со специализированны¬
ми пакетами MathCad, Matlab, ANSYS. В четвертом разделе пред¬
ставлены базовые задачи курса, решенные ранее аналитическими 
методами в упрощенной, идеализированной постановке, могут 
быть воспроизведены теперь на численных компьютерных моде¬
лях - с усложненными, реальными краевыми условиями, пере¬
менными свойствами материалов и т.п. 
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Раздел 1. 
ПРИНЦИПЫ ТЕПЛОМАССООБМЕНА 

Глава 1. ЗАКОНЫ ПЕРЕНОСА ТЕПЛОТЫ, 

ВЕЩЕСТВА, ИМПУЛЬСА 

1.1. Теплообмен 

Температурное поле. Как математический объект, темпе¬
ратурное поле представляют в виде уравнения 

t = t(x, y, z, т), (1.1) 

означающего, что каждой точке материального объекта в каждый 
момент времени ставится в соответствие числовое значение тем¬
пературы. Нахождение конкретного вида этой функциональной 
зависимости в каком-либо природном или техническом объекте 
является основной задачей теории тепломассообмена. 

Материальными объектами, с которыми имеют дело в тео¬
рии тепломассообмена, являются твердые тела различной геомет¬
рии (детали тепловых машин, стенки труб в теплообменниках и 
т.п.), газовые и жидкие теплоносители (воздух, вода и др.), обте¬
кающие поверхности различной формы или движущиеся в кана¬
лах. Когда говорят о температуре в какой либо точке объекта, то 
предполагают, что тела являются сплошными средами. Если раз¬
меры технического объекта велики по сравнению с межмолеку¬
лярными расстояниями, а это почти всегда так, то предположение 
о сплошности оправдано. 

Наиболее сложными для расчета являются трехмерные не
стационарные температурные поля, когда температура суще¬
ственно изменяется по всем трем координатам и во времени. Если 
температура остается постоянной во времени, то имеют дело со 
стационарными температурными полями. Если существенным 

11 



является изменение только вдоль двух координат или вдоль одной 
координаты, то температурное поле называют соответственно 
двумерным или одномерным. Например, t = t(x,T) - это одномер¬
ное нестационарное поле. 

Изотермы. Самым распространенным способом получить 
наглядное представление о температурном поле является изобра¬
жение изотерм, т.е. поверхностей или линий, на которых темпе¬
ратура имеет постоянное значение. 

Предположим, что известно некоторое двумерное неста¬
ционарное поле t = t(x, y, т), т.е. задан конкретный вид этой функ¬
циональной зависимости от координат и времени. Пусть необхо¬
димо построить изотерму t1 (например, t1=20°C). Для фиксирован
ного момента времени Т1 можно записать: 

t1 = t(x, y, Т1) . (1.2) 

Уравнение (1.2) связывает координаты x и y точек тела 
условием постоянства температуры. Геометрическое место таких 
точек с постоянной температурой является изотермой. В двумер¬
ном случае получается некоторая линия или контур на плоскости 
рисунка. Изотерма в трехмерном объекте - это поверхность, 
например, сферическая поверхность в охлаждаемом шаре. 

Рассмотрим пример температурного поля в тепловыделя
ющем элементе (твэле) ядерного реактора (рис. 1.1). 

Твэл - это длинный цилиндрический стержень из дву¬
окиси урана, покрытый тонкой циркониевой оболочкой. Внутри 
твэла происходит мощное тепловыделение за счет ядерной ре¬
акции. Снаружи стержень охлаждается водой. Если охлаждение 
недостаточное, то температура оболочки может превысить до¬
пустимое значение (примерно 400°С) и последствия будут ка¬
тастрофическими. 

На рисунке продемонстрирована опасная ситуация, ко¬
гда условия охлаждения в правой нижней четверти окружно¬
сти твэла ухудшились, и изотерма 725 °С вплотную приблизи¬
лась к оболочке. 
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Рис. 1.1. Температурное поле в твэле ядерного реактора 

Оттенки изображения (или градации серого) соответству¬
ют значениям температуры по шкале, показанной в правой части 
рисунка. Это температурное поле было рассчитано и сделано ви¬
димым на компьютере. Способ визуализации отражает особенно¬
сти профессионального, для специалиста в области теплообмена, 
видения различных объектов. Мы отслеживаем изменения темпе¬
ратуры от точки к точке, внимание концентрируется на областях с 
разной температурой и в особенности там, где температура мо¬
жет превысить допустимое значение. Можно утверждать, что в 
любой отрасли техники обеспечение безопасного температурного 
режима в различных установках является одной из важнейших 
задач конструктора. 

Другое часто применяемое представление температурного 
поля использует для идентификации температуры и цвет, и верти¬
кальную координату. 

Двумерное температурное поле t=t(x,y) в твэле представ¬
лено на рис. 1.2. Видно, что изотермы - это уровни постоянного 
значения температуры, спроектированные на плоскость (x,y). 
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Рис. 1.2. Пространственное представление двумерного температурного поля 

Для одномерной задачи используют обычные графики 
t=t(x) на плоскости. Для трехмерного поля приходится строить 
распределения температур в различных сечениях тела. 

Производные от температуры. Кроме самих значений 
температуры в различных точках рассматриваемого объекта, нас 
интересует также скорость изменения температуры во времени и 
пространстве. 

Частная производная 

^ ,К/с 
ах 

характеризует скорость изменения температуры во времени в 
данной точке. Если во всех точках объекта эта величина равна 
нулю, то говорят о стационарном температурном поле. Большин¬
ство технических объектов работает при стационарном режиме, 
так что в инженерной практике чаще всего приходится рассчиты¬
вать стационарные поля. 

Известно, однако, что при эксплуатации различных уста¬
новок самыми опасными считаются нестационарные - пусковые 
или переходные - режимы. Для оптимизации таких режимов 
необходимо рассчитывать нестационарные температурные поля. 
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При этом следят, чтобы температура не превысила допустимого 
предела. Важно также, чтобы перепады температуры не стали 
слишком большими, так как иначе могут возникнуть разрушаю¬
щие термические напряжения или недопустимые уменьшения за
зоров между движущимися частями машин из-за неодинакового 
расширения. 

Частная производная по времени является важным индика¬
тором теплового состояния объекта. Если, например, это ненуле¬
вая положительная величина, т.е. температура возрастает, то 
можно полагать, что из соседней окрестности подводится поток 
тепловой энергии. 

Частные производные 

a t at a t тг1 

— , — , — , К/м 
ax ay az 

характеризуют скорость изменения температуры вдоль коорди¬
натных осей в фиксированный момент времени. Полезно предста¬
вить себе, как следует производить измерения этих величин в не¬
котором мысленном эксперименте. Например, для измерения 
частной производной по x необходимо иметь два датчика темпе¬
ратуры, расположенных в близких точках вдоль оси x. Температу¬
ры в этих двух точках следует измерить в одно и то же мгновение 
и разделить разность температур на разность значений координа¬
ты x. 

Можно поставить вопрос об интенсивности изменения 
температуры вдоль произвольного направления 

* , К/м. 
ai 

Теперь опять будет полезен мысленный эксперимент с пе¬
ремещением из некоторой точки в различных направлениях 
(рис. 1.3). Если это направление вдоль изотермы (1), то мы не за
метим никакого изменения температуры: производная по этому 
направлению равна нулю. Существует и другое характерное 
направление (3), при перемещении в котором обнаруживается 
наиболее быстрое пространственное изменение. Из построений 
следует, что это - нормаль к изотерме. Положительным считается 
направление в сторону роста температуры. 

15 



Рис. 1.3. Изотермы и производные по направлению: 
1 - перемещение вдоль изотермы; 

2 - в произвольном направлении; 3 - по нормали к изотерме 

В нижней левой части рисунка показано некоторое реаль
ное температурное поле, изотермы которого криволинейны. Од
нако если рассмотреть окрестность выделенной точки под очень 
большим увеличением и построить изотермы с очень частой гра
дацией температуры, то картина упростится и будет выглядеть 
как в правой верхней части рисунка. Изотермы со значениями 
температуры, отличающимися на малую величину dt, представ
ляют собой систему параллельных прямых, расположенных на 
одинаковом расстоянии одна от другой. 

Перемещаясь в любом направлении dl с одной изотермы на 
другую, мы обнаружим одно и то же изменение температуры dt, 
но расстояние, на котором происходит это изменение, будет раз
личным. Самое короткое расстояние dn получается при переме¬
щении по нормали к изотерме. Из очевидного соотношения 

dl = , ф = 0 -г- п 

cos(cp) 

следует 

d t = • cos^), cos^) = 1 ^ - 1 , (1.3) 
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т.е. производная по нормали действительно имеет максимальное 
значение ср (ср = 0, cos(cp) = 1), а производная вдоль изотермы об
ращается в ноль (ср = л/2, cos(cp) = 0). 

Производные по направлению являются скалярными вели
чинами со знаком: отрицательные значения указывают на убыва
ние температуры в рассматриваемом направлении. 

Градиент температуры. Как мы видели, имеется особое 
направление - нормаль к изотерме и связанное с этим направле¬
нием численное значение, равное производной от температуры по 
нормали. Эту информацию можно хранить в одном математиче
ском объекте - векторе градиента температуры. 

Согласно определению, градиент температуры grad t есть 
вектор, направленный в сторону максимального возрастания тем¬
пературы в пространстве (то есть по нормали к изотерме) и чис¬
ленно равный производной от температуры по этому направле¬
нию (рис. 1.4): 

grad t = — . (1.4) 
dn 

Если имеется карта изотерм (как на рис. 1.3 или на 
рис. 1.4), то построить градиент температуры в любой точке очень 
просто: следует провести нормаль к изотерме, а длину (модуль) 
вектора найти, поделив прирост температуры на расстояние меж¬
ду изотермами. Разумеется, градация изотерм должна быть доста
точно частой, чтобы получить результат с приемлемой точностью. 

grad t ^ \ 

t +dt= const 

t = const 

t -dt= const-

Рис. 1.4. Изотермы и градиент температуры 
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Другой способ задать вектор градиента - указать его про
екции на оси координат. Выше мы уже определили понятие про
изводной по направлению (1.3). Если в качестве направления 
взять единичный вектор i вдоль оси координат x и спроектиро
вать градиент температуры на это направление, т.е. построить 
скалярное произведение 

i • grad t = 1- J grad t| cos((|)), 
то в соответствии с (1.4) и (1.3) получим в результате частную 
производную от температуры по x: 

d t d t 
i • grad t = 1 • Igrad t|cos(cp) = — cos(cp) = — , 

d n d x 
где ср - угол между векторами i и grad t. 

Таким образом, 

— = i • gradt; — = j • gradt; — = k • grad t 
dx dy dz 

и градиент можно записать как векторную сумму составляющих 
по осям координат (рис. 1.5): 

. d t . d t , d t 
g r a d t = i ^ + j ^ + k "Г" . (15) 

dx dy dz 

С помощью градиента температуры легко определить ско¬
рость изменения температуры в любом направлении в простран¬
стве. Для этого зададим интересующее нас направление единич-
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ным вектором l и спроектируем вектор градиента на это направ¬
ление, т.е. составим скалярное произведение 

dt | | 
—=l • grad t = 1 • grad t cos(cp) . (1.6) 
dl 

Модуль градиента определяется как корень квадратный 
из суммы квадратов проекций (рис. 1.5): 

М < 1 - I = № + ( % f + ( % ) 2 , К / м . ( 1 . 7 ) 

По отношению к физическим полям в пространстве градиент 
похож на обычную производную от функции. Чтобы вычислить 
приращение обычной функции от одной переменной, записывают: 

f • dx. 
dx 

Аналогично, приращение полевой величины, такой как 
температура, при смещении в пространстве на вектор 

dr = (dx, dy, dz) 

вычисляется как скалярное произведение вектора градиента и 
вектора смещения: 

, , dt , d t , d t , grad t • dr = — dx+—dy+—dz . (1.8) 
dx dv dz 

Вектор градиента температуры является количественной 
мерой пространственной неоднородности температурного поля. 
Если температура в окрестности данной точки постоянна, то гра¬
диент равен нулю. Чем сильнее изменяется температура от точки 
к точке, тем больше абсолютная величина градиента. 

Плотность теплового потока. Если неравномерно нагре
тое тело поместить в адиабатическую оболочку и предоставить 
систему самой себе, то по прошествии некоторого времени про¬
изойдет выравнивание температуры. Отсюда заключают, что воз
никают потоки энергии в направлении от областей с высокой 
температурой к областям с низкой температурой. Картина темпе¬
ратурного поля должна быть теперь дополнена изображением по¬
токов энергии. 
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Мы исходим из того фундаментального опытного факта, 
что если имеется пространственная неоднородность температур¬
ного поля (то есть температура в рассматриваемом объекте изме¬
няется от одной точки к другой), то возникает самопроизвольный 
перенос тепловой энергии от более горячих участков тела к менее 
горячим. Этот необратимый, самопроизвольный процесс, сопро
вождаемый ростом энтропии, называется теплопроводностью. 

С молекулярно-кинетической точки зрения, теплопровод¬
ность обусловлена непосредственным обменом энергией между 
движущимися микрочастицами вещества (молекулами, атомами, 
электронами). В литературе для обозначения такого механизма 
часто используется термин кондуктивный перенос. 

Количественной мерой кондуктивного переноса энергии 
является вектор плотности теплового потока 

q, Дж/(м 2с) = Вт/м 2, 
указывающий направление переноса и численно равный количе¬
ству теплоты dQ (Дж), проходящему за единицу времени (с) через 
единицу контрольной поверхности d F ^ 2 ) , нормальной к направ¬
лению переноса (рис. 1.6). 

|q|=dQ/dF 

Рис. 1.6. Вектор плотности теплового потока 

Проектируя вектор плотности потока на единичные орты, 
получают координатное разложение: 

q=i <ix +j qy

 + k . (1.9) 
Расчет векторного поля плотности теплового потока является 

одной из основных задач теории тепломассообмена. На рис. 1.7 
показаны два примера таких рассчитанных на компьютере полей. 
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В действительности масштабы левой и правой картинок отлича
ются в тысячу раз. Слева показано, как прогревается вечная 
мерзлота от проложенного в грунте трубопровода диаметром око
ло одного метра, справа - как передается теплота от нагревателя к 
низкокипящему теплоносителю через оребренную металлическую 
стенку с характерным размером порядка миллиметра. 

Рис. 1.7. Векторные поля плотности теплового потока 

Сейчас мы предположим, что поле теплового потока из¬
вестно, и рассмотрим несколько практически полезных операций 
с вектором q. 

Часто приходится вычислять тепловой поток через какую-
либо произвольно ориентированную элементарную площадку dF, 
например, для того чтобы в конечном счете определить поток 
теплоты через поверхность F рассматриваемого объекта (рис. 1.8). 

Рис. 1.8. Тепловой поток через поверхность 
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Вектор q может быть различным образом ориентирован по 
отношению к dF. Пусть q составляет угол ср с единичным векто
ром нормали nF к dF. Как показано на рисунке, искомый тепловой 
поток dQ через площадку dF такой же, как через площадку 
dFcos(p) , нормальную к q. Поэтому 

|dQ| = |q | - (dF • cos(cp)) 

или, после перегруппировки сомножителей 

IdQl 
dF 

; q n = (|q|- c o s ( 9 ) ) • 

Величина в круглых скобках есть проекция вектора q на 
направление нормали к dF. Удобно записать эту проекцию как 
скалярное произведение: 

qn = (q • nF ) , Вт/м 2. (1.10) 

Тогда 

dQ = qndF = (q • n F ) dF, Вт. (1.11) 

Знак dQ зависит от того, в какую сторону ориентирован 
вектор nF - внутрь или наружу от поверхности F. 

Полный тепловой поток через поверхность F выражается 
поверхностным интегралом: 

Q = \(q• nF)dF , Вт. (1.12) 

В качестве контрольных поверхностей обычно выступают 
границы тел или поверхности раздела фаз, как при конденсации 
или испарении. 

Если F - замкнутая поверхность, ограничивающая область 
с объемом V, и объем стягивается к точке, то предельный переход 

f (q • n F)dF 
,. Q ,. F (1.13) 
urn — = lim = div q 
V->o V V->o V 
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определяет дивергенцию вектора как суммарный поток вектора 
через замкнутую поверхность дифференциально малого кон¬
трольного объема, отнесенный к единице объема и направленный 
наружу (здесь nF - внешняя нормаль к поверхности). 

В декартовых координатах дивергенция вычисляется по 
формуле: 

dqx dq

y dqz divq =-2£- + —y- + -12-, (1.14) 
dx dy dz 

которую легко вывести, если взять контрольный объем в виде ку¬
бика и в производных в правой части увидеть превышение ухо¬
дящих потоков через грани над входящими. 

Дивергенция вектора плотности теплового потока является 
важной характеристикой теплового состояния объекта. Предпо¬
ложим, в какой-либо точке твердого тела выполняется условие: 
div q = 0. Это означает, что суммарный поток теплоты через по¬
верхность контрольного объема, построенного вокруг рассматри¬
ваемой точки, равен нулю. Поэтому можно предсказать, что тем¬
пература в данной точке не будет изменяться во времени. Такого 
рода соображения, только более строгие, мы используем в даль¬
нейшем при записи закона сохранения энергии. 

Понятие плотности потока как вектора может потребовать 
дополнительных пояснений при первом знакомстве с предметом. 
Здесь будет полезен следующий мысленный эксперимент. Пусть 
мы располагаем инструментом для измерения потока q через еди¬
ничную контрольную площадку, похожим на рамку пеленгатора. 
Поместим центр этой контрольной площадки в фиксированную 
точку и будем проводить измерения при различных ориентациях 
площадки. Мы обнаружим, что поток q будет различным, завися¬
щим от ориентации контрольной площадки. Выяснится, что при 
некотором вполне определенном положении поток достигает мак¬
симума. Зафиксируем это характерное направление, а ориентацию 
других положений будем отсчитывать от него как угол ф отклоне
ния нормали к поверхности. Итак, получится, что q = q ^ ) , а 

= 0) - максимальное значение. Проводя обработку данных 
эксперимента, мы обнаружим, что отношение плотностей меняет¬
ся как косинус угла отклонения: 
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= cos (ф ). 
q (Ф=o) 

Это выражение совпадает с уравнением (1.10). Направле
ние ф = 0 принимают за направление вектора q, а значение 
q(p = 0) за величину вектора q. 

Закон теплопроводности Фурье. Выше говорилось о том, 
что тепловой поток возникает вследствие пространственной неод¬
нородности температурного поля. Задача состоит в том, чтобы 
выразить это утверждение в математической форме, т.е. устано
вить функциональное соотношение между вектором плотности 
теплового потока и количественной мерой пространственной не¬
однородности температуры - вектором градиента температуры. 

Простейшей подходящей формулировкой является линей¬
ная пропорциональность между этими величинами: 

Это соответствует следующим фундаментальным экспе¬
риментальным фактам: 

• если градиент температуры равен нулю, т.е. температура 
постоянна в окрестности данной точки, то плотность теплового 
потока равна нулю; 

• чем больше абсолютная величина градиента, т.е. чем 
сильнее изменяется температура от точки к точке, тем больше ве¬
личина плотности теплового потока; 

• тепловой поток распространяется в сторону падения 
температуры (поскольку градиент указывает направление возрас¬
тания температуры, в формуле фигурирует знак минус). 

Остается согласовать размерности левой и правой частей 
этого соотношения. Для этого вместо знака пропорциональности 
подставим коэффициент пропорциональности с нужной размер¬
ностью, называемый коэффициентом теплопроводности и за
пишем закон теплопроводности в виде: 

q <х -grad t. 

(1.15) 
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Рисунок 1.9 показывает, как выглядит температурное поле, 
градиент и плотность теплового потока в окрестности какой-либо 
точки (в изотропной среде). 

t +8t= const-

t = const 

t -8t= const-

grad t 

t 

q=-Xgrad t 

Рис. 1.9. Закон Фурье. Изотермы, градиент, тепловой поток 

Коэффициент теплопроводности X является физическим 
параметром (свойством) вещества (материала). Такая интерпрета¬
ция соответствует эксперименту и просто повседневному опыту, 
согласно которому одни вещества - такие как металлы - хорошо 
проводят тепло, а другие - плохо (такие как газы, пористые стро
ительные материалы и т.п.). Другими словами, при одинаковом 
градиенте температуры плотность теплового потока может быть 
очень большой (для металлов) или очень малой (для газовых про¬
слоек). Представление о порядке величин коэффициента тепло¬
проводности для разных веществ при нормальной температуре 
можно получить из следующей таблицы: 

Вещество, материал X, Вт/(м К) 
Воздух 0,026 
Вода 0,6 
Дерево 0,2 
Бетон 1,3 
Сталь 50 
Медь 380 
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Как свойство вещества, коэффициент теплопроводности, 
вообще говоря, зависит от параметров состояния, то есть от тем
пературы и давления. Для газовых смесей или жидких растворов 
необходимо учитывать зависимость от концентрации. Для мате
риалов, обладающих некоторой структурой, таких как пористые 
материалы, слоистые композитные материалы и т.п., теплопро¬
водность зависит от характеристик структуры. 

При решении большинства задач в этой книге мы будем 
считать коэффициент теплопроводности постоянной (или заранее 
осредненной в рассматриваемом интервале температуры) величи¬
ной, чтобы упростить решение и выяснить главные закономерно¬
сти процессов теплопереноса. Во многих случаях (но не всегда) 
этого достаточно и для практических расчетов. 

По умолчанию до сих пор коэффициент теплопроводности 
считался скалярной величиной, то есть характеризовался одним 
числом, как в вышеприведенной таблице. Однако математическая 
структура уравнения (1.15) допускает еще одну возможность: 

q = - Л -grad t, (1.16) 

где коэффициент теплопроводности записан как тензор, 
или квадратная матрица размерности 3х3. Эта возможность дей
ствительно полезна для практики, поскольку существуют анизо
тропные материалы (монокристаллы, слоистые композитные ма
териалы), теплопроводность которых зависит от направления. Те¬
перь понадобится девять чисел для задания значения коэффици¬
ента теплопроводности как матрицы 3х3. Однако эта матрица -
симметричная и, следовательно, ее можно привести к диагональ¬
ному виду, так что всего необходимо три числа. 

Примером анизотропного материала является дерево, теп¬
лопроводность которого поперек волокон может быть в 2-3 раза 
меньше, чем вдоль волокон. Посмотрите, к чему это приведет, 
если градиент температуры направлен, скажем, под углом 45 гра
дусов к волокнам (рис. 1.10): 

" 8 t" 
8 х "0.3 " "100" "30" 

X
 УУ д t 0.1 100 10 

_8y _ 

(1.17) 
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Рис. 1.10. Теплопроводность в анизотропном материале 

Обратите внимание на то, что векторы градиента темпера¬
туры и плотности теплового потока находятся теперь не на одной 
линии (рис. 1.9), а составляют некоторый (тупой ) угол (рис. 1.10). 

Все же большинство технических материалов изотропны, и 
мы будем использовать закон теплопроводности в форме (1.15). 

Формулировка закона теплопроводности Фурье - важный 
этап в разработке математического описания процессов тепломас¬
сообмена. Мы говорили выше о том, что задачей теории является 
определение неизвестных заранее полей температуры и плотности 
теплового потока. Теперь с помощью закона Фурье между этими 
неизвестными установлена функциональная связь: поток q пропор¬
ционален термодинамической движущей силе - градиенту темпе¬
ратуры grad t. 

Справедливость закона Фурье подтверждается эксперимен
тами, хотя существуют особые случаи, когда формулировка (1.15) 
требует уточнения (задачи с очень быстрыми временными и про¬
странственными изменениями температурного поля, см. гл.7). 
Фундаментальное обоснование закона Фурье и аналогичных соот¬
ношений для других процессов переноса (диффузии, молекулярно¬
го трения) дается неравновесной термодинамикой. 

Динамическую, развивающуюся во времени картину со¬
пряженных полей температуры и плотности теплового потока 
можно увидеть, запустив видеоролик о нестационарной дву-
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мерной задаче теплопроводности при «включении» твэла с 
ухудшенным режимом охлаждения на части поверхности (ср. с 
рис. 1.1, рис. 1.2) [26]. 

Конвективный перенос энергии. При непосредственном 
контакте материальных объемов (частей тела) с различной темпе
ратурой всегда возникает кондуктивный («кондукция» - прово¬
димость) перенос энергии, независимо от того, рассматривается 
ли перемешиваемая жидкость или твердое тело, части которого 
неподвижны друг относительно друга. 

С другой стороны, в движущихся средах энергия транс¬
портируется вместе с перемещающимися материальными объе¬
мами жидкости или газа со скоростью течения жидкости. Такой 
перенос энергии называется конвективным («конвекция» - прине¬
сение, доставка). 

Конвекция играет большую роль во многих природных яв¬
лениях и технологических процессах. Например, если в Москве 
быстро потеплело, то это произошло потому, что пришел поток 
теплого воздуха из Атлантики, передвигавшийся со скоростью 
примерно 10 м/с, а не потому, что через тысячекилометровый 
слой воздуха, отделяющий нас от теплого океана, передавалась 
теплота посредством теплопроводности. 

Посредством конвекции в энергетических установках теп¬
лоносители (вода, воздух и др. вещества) транспортируют тепло¬
вую энергию в теплообменниках. Конвекция обеспечивает высо¬
кую интенсивность теплообмена между твердыми поверхностями 
и движущимися жидкостями (теплоносителями) благодаря непре¬
рывному обновлению теплового контакта и сохраняющемуся 
вследствие этого высокому градиенту температуры в пристенной 
области. В турбулентных потоках конвективное перемешивание 
жидкости резко увеличивает интенсивность теплообмена. 

Для количественного описания конвективного потока 
энергии необходимо начать с некоторого расширения привычного 
понятия скорости как перемещения за единицу времени. На ри¬
сунке 1.11 показан вектор скорости w и ориентированная по нор¬
мали к этому вектору контрольная поверхность. 
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* \ df / / 

Рис. 1.11. Скорость как расходная характеристика 

На контрольной поверхности df, м 2 , как на основании, по
строен цилиндр с высотой dl. За время dl/w, с, жидкость в объеме 
этого цилиндра dfdl пройдет через контрольную поверхность df. 
Вычислим величину плотности объемного расхода в направлении 
вектора скорости как величину объема, переносимого через еди¬
ничную площадку за единицу времени: 

Получилось просто значение скорости. Итак, вектор ско¬
рости можно рассматривать как вектор плотности объемного рас¬
хода материальной среды. Численное значение этого вектора рав¬
но материальному объему, переносимому за единицу времени че¬
рез единицу контрольной поверхности, нормальной к направле¬
нию переноса (то есть к направлению скорости). 

Умножая w на плотность жидкости, получим вектор плот¬
ности потока массы: 

показывающий, какое количество вещества (кг) переносится за 
единицу времени через единицу контрольной поверхности. 

Теперь понятно, как рассчитать вектор конвективной 
плотности потока какой-либо экстенсивной (то есть связанной с 
массой вещества) величины, например, энтальпии. Для этого сле-

(df • dl) 

j=pw, кг/(м 2с), (1.18) 
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дует умножить вектор плотности потока массы на удельную эн¬
тальпию h, Дж/кг, т.е. на содержание энтальпии в единице массы 
теплоносителя: 

4h,Conv = j • h=pwh, Вт/м 2. (1.19) 
Ниже мы увидим, что аналогичные формулы определяют 

конвективные потоки компонентов смеси. 
В технических устройствах движение жидкости чаще всего 

вынуждается действием насоса или вентилятора. При вынужден
ной конвекции поле скоростей w можно найти заранее, решив 
гидродинамическую задачу, а затем перейти к расчету теплообме¬
на, определяя конвективные потоки формулами вида (1.19). Одна¬
ко такую процедуру следует рассматривать как первое приближе¬
ние. Во многих случаях поля скорости и температуры взаимосвя¬
заны. Например, так бывает в случае сильной температурной за¬
висимости вязкости жидкости. В самых общих чертах можно 
представить себе, что в области течения, где жидкость холодная и 
поэтому более вязкая, происходит замедление потока. 

При свободной (естественной) конвекции само движение 
жидкости возникает из-за неоднородности температуры жидко¬
сти: в поле силы тяжести горячая и поэтому менее плотная жид¬
кость выталкивается вверх Архимедовой силой. Возникновение 
свободной циркуляции и развитие термогидродинамических по¬
лей вблизи включенного нагревателя - горизонтальной трубки 
можно наблюдать на анимации [26]. Теплообменные устройства, 
работающие на принципе свободной конвекции, имеют важное зна¬
чение в технике. Развитие ествественной циркуляции в испаритель¬
ной градирне - крупномасштабном охлаждающем устройстве на 
ТЭС или АЭС - схематически представлено на анимации [26]. 

На атомных станциях системы СПОТ (системы пассивного 
отвода тепла, т.е. свободноконвективные устройства) представ¬
ляют последний рубеж защиты при гипотетических авариях. 
Сложно переплетаются гидродинамика и теплообмен в двухфаз¬
ных потоках при испарении (кипении) или конденсации. Кроме 
обычных твердых границ со стенками, большую роль играют 
межфазные поверхности раздела, многообразные по форме, из¬
менчивые и неустойчивые. По указанным причинам на практике 
уравнения гидродинамики и теплообмена чаще всего образуют 
взаимосвязанную систему. 
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Визуализация конвективного теплообмена при вынужден¬
ном поперечном обтекании трубки нагревателя на рис. 1.12 дает 
совместное представление полей скорости и температуры. Стрел¬
ки изображают векторное поле скорости, светлые линии - линии 
тока. Цветом показано скалярное поле температуры: нагревшаяся 
жидкость вблизи горячей стенки - красного цвета, холодная вдали 
от нее - синего. Скорость обтекания в расчетном примере невели¬
ка, и в кормовой части цилиндра видна застойная зона со слабой 
регулярной циркуляцией. Градиент температуры в застойной зоне 
относительно низкий: это область с ухудшенной теплоотдачей, по 
сравнению с лобовой частью цилиндра. 

В реальных теплообменниках скорость течения намного 
больше, и в кормовой части цилиндра наблюдается интенсивное 
беспорядочное вихревое течение, обеспечивающее высокую теп¬
лоотдачу. Цель демонстрации на рис. 1.12 - показать влияние по¬
ля течения на теплообмен. Изменения, которые мы могли бы 
наблюдать, постепенно увеличивая скорость вынужденного обте¬
кания горячей трубы с постоянной температурой, можно увидеть 
на видеоролике [26]. 

Рис. 1.12. Теплоотдача при поперечном обтекании цилиндра 
(отразить изображение вниз для получения полной картинки) 
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1.2. Массообмен 

Концентрация. Очень многие технологические и природ¬
ные процессы сопровождаются массопереносом. Например, при 
горении твердой углеродной частицы кислород поступает к ее 
поверхности, реагирует при высокой температуре с углеродом, а 
газообразные продукты реакции, такие как окись углерода, отво¬
дятся от поверхности в обратном направлении. 

Для формирования погоды и климата важно взаимодействие 
атмосферы и океана. Например, сухой горячий ветер пустыни, про¬
двигаясь над поверхностью моря, насыщается парами воды. 

Для экологии важно, как промышленные выбросы вредных 
веществ постепенно распространяются на большие расстояния. 

Из этих примеров видно, что, во-первых, часто необходи¬
мо рассматривать газовые или жидкие среды как смеси двух или 
более компонентов и, во-вторых, что компоненты смеси могут 
перемещаться относительно друг друга (как кислород и углекис¬
лый газ в первом примере). 

Мы будем рассматривать в дальнейшем двухкомпонентные 
системы. Этого достаточно для большинства практических задач. 

Важнейшими характеристиками смеси являются: 
• плотность компонента смеси 

рк, (кг k-компонента) / (м 3 смеси), (1.20) 

равная массовому содержанию k-компонента в единичном 
объеме смеси, и 

• концентрация компонента: 

ck = , (кг k-компонента) / (кг смеси). (121) 
Р 

По умолчанию в дальнейшем будем считать, что величины 
без индексов есть характеристики смеси в целом. Очевидно, плот¬
ность смеси равна сумме плотностей компонентов: 

Р = Р1 + Р2, (1.22) 
а сумма массовых концентраций равна единице: 

С1 + C2 = — + — = 1. (1.23) 
Р Р 
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При решении задач массообмена основной задачей являет
ся расчет поля концентрации рассматриваемого компонента: 

С = c,( x, y, Z , T ) . (1.24) 

Для двухкомпонентных систем достаточно рассчитать 
концентрацию одного из компонентов, например С1, так как 
С2 = 1 - С1. 

Все, что было сказано выше о способах изображения и ха¬
рактеристиках изменения температурного поля без всяких изме¬
нений переносится на поле концентрации. Таким образом, мы 
можем говорить об изоконцентрационных поверхностях, градиен¬
те концентрации и т.д. 

Плотность потока массы компонентов смеси. Предста¬
вим движение компонентов смеси как перемещение двух взаимо¬
проникающих континуумов (непрерывных сред) с различными 
скоростями. Тогда векторы плотности потока компонентов выра¬
жаются через эти индивидуальные скорости следующим образом: 

jk = p k w k , (кг к-компонента)/(м2с). (1.25) 

Плотность потока смеси есть векторная сумма потоков 
компонентов смеси: 

j = j 1 + j 2 = p 1 w 1 + p 2 w 2 . (1.26) 

Ту же величину можно выразить через скорость смеси: 

j = pw . (1.27) 

Сравнивая правые части двух последних соотношений, по¬
лучают следующее определение для скорости смеси: 

w = F 1 1 2 . (1.28) 
p 

В этой формуле легко увидеть известное из курса механики 
определение скорости центра масс системы двух тел. Итак, скорость 
смеси - это скорость движения центра масс системы из двух компо¬
нентов. Такое определение позволяет описывать гидродинамику 
смеси точно так же, как для однокомпонентной жидкости. 
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Закон диффузии Фика. Пусть наблюдатель передвигается 
вместе со смесью со скоростью w. Тогда компоненты смеси переме
щаются относительно наблюдателя с различными скоростями 
(wk - w). При этом возникают потоки массы компонентов: p k (wk - w). 

Причиной, заставляющей компоненты смеси перемещаться 
относительно осредненного (наблюдаемого) движения смеси, являет
ся неоднородность поля концентрации. Это фундаментальный опыт
ный факт, аналогичный возникновению теплового потока в неодно
родном температурном поле. Явление, описанное выше, называется 
концентрационной диффузией. Кондуктивный (диффузионный) по
ток компонентов бинарной смеси описывается законом Фика: 

jk,conduct =Pk ( w k - w ) = - PD
 g r a d

 Ck , (1.29) 
где D , м 2/с - коэффициент диффузии, физический параметр двух-
компонентой смеси. Для газовых смесей значения коэффициента 
диффузии составляют примерно (0.1-1)10 -4, для водных растворов 
- примерно 10 -9 м 2/с. 

Полный поток компонента смеси выражается формулой: 

ik = p k w k = p k ( w k - w ) + p k w = ( 1 3 0 ) 

= j k ,conduct + p k w = - p D g r a d ck + p k w . .  

Величина 
jk,conv = p k w (1.31) 

является конвективной составляющей плотности потока компонента. 
Поскольку кондуктивные потоки обоих компонентов опи¬

сывают движение относительно центра масс, их сумма должна 
быть равна нулю. Следовательно, для двухкомпонентной смеси 

j1,conduct j2,conduct
 . ( 1 . 3 2 ) 

Этот результат получается непосредственно из определе¬
ний (1.26), (1.27), (1.29): 

^conduct = p 1 ( w 1 - w ) ; j2,conduct = p 2 ( w 2 - w ) ;  

j1,conduct + ^conduct = p 1 ( w 1 - w ) + p 2 ( w 2 - w ) = 

= ( p 1 w 1 + p 2 w 2 b ( p 1 + p 2 ) w = 0 

( v ' ( v ' 

j1,conduct + j2,conduct = 0 . 
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Энтальпия смеси. В дальнейшем потребуется определять 
энтальпию смеси через концентрации и энтальпии компонентов. 
В термодинамике смесей используют следующее соотношение: 

h = c1 h1 + c 2 h2 (1.33) 

или, после умножения на плотность смеси: 

p h = p1 h1 + p 2 (1.34) 

где h2 и h1 - так называемые парциальные энтальпии компонентов, 
вообще говоря зависящие от концентрации. Эти величины могут 
быть вычислены, если известны удельные энтальпии чистых ком¬
понентов и теплота смешения. Для идеальных смесей, то есть та¬
ких что смешение компонентов не сопровождается изменением 
объема и тепловыми эффектами, парциальные энтальпии равны 
энтальпиям чистых исходных компонентов. Идеальными смесями 
являются многокомпонентные идеальные газы. Для идеальных 
газов энтальпия компонентов зависит только от температуры, а 
энтальпия смеси - от температуры и концентрации. 

Кондуктивный поток энергии при наличии диффузии. 
Пусть j и j2 , кг/(м 2с) - полные потоки массы компонентов, опре
деляемые формулой (1.30), и h2 и М, Дж/кг - удельные энтальпии 
компонентов. Предположим пока, что система изотермическая, и 
вычислим плотность потока энтальпии, переносимого компонен¬
тами смеси при их различном перемещении в пространстве, свя¬
занном, как мы видели, с возникновением диффузии: 

j A + j 2 h 2 = ( j 1 , c o n d u c t + p 1 w ) h 1 +C l2 ,conduc t+ p 2 w ) h 2 = 

= ( p A + p 2 h 2 ) w + .h,conducA + j 2,conduct h 2
 ( 1 . 3 5 )   

v  
ph 

Замечая, что в правой части множитель в скобках перед w 
есть энтальпия смеси (см. формулу (1.34)) и учитывая соотноше
ние между диффузионными потоками (1.32), получим для потока 
энтальпии: 

j 1 h 1 + j 2 h 2 = + j 1,conduct ( h 1 - h 2 ) . ( 1 3 6 ) 
convection 
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Первое слагаемое в правой части является обычным выра
жением для конвективного потока энтальпии (ср. с формулой 
(1.19)). Второе слагаемое в правой части 

j 1,conduct ( h 1 - h 2 ) (1.37) 

связано с необратимым, самопроизвольным процессом кондук-
тивного (диффузионного) переноса массы. 

Итак, если происходит совместный тепло - и массообмен, 
т.е. имеются неоднородные поля и температуры и концентрации, 
то кондуктивный поток энергии имеет две составляющие: связан
ную с теплопроводностью (1.15) и связанную с диффузией (1.37): 

q = -Xgrad t + j1 , C onduc t ( \ - h 2 ) . (1.38) 

Конвективный поток энтальпии смеси записывается так 
же, как для однокомпонентной среды (см. (1.19), (1.36)): 

q*,conv = j • h=pwh, (1.39) 

где плотность и удельная энтальпия являются теперь параметрами 
смеси. 

В неравновесной термодинамике анализируются и другие 
виды необратимых (связанных с ростом энтропии) процессов пе¬
реноса, кроме рассмотренных нами теплопроводности и концен¬
трационной диффузии. Например, очень большие градиенты тем¬
пературы приводят к возникновению потоков массы компонентов 
смеси (эффект термодиффузии). Такой процесс использовался для 
разделения изотопов при создании атомной бомбы. Существует и 
так называемый перекрестный эффект, когда градиент концентра¬
ции приводит к возникновению теплового потока (диффузионный 
термоэффект). Однако в большинстве случаев в теплообменных и 
теплотехнологических установках, а также в окружающей среде 
условия таковы, что достаточно ограничиться рассмотренными 
выше необратимыми процессами переноса: теплопроводностью и 
концентрационной диффузией. 
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1.3. Трение 

Конвективный перенос импульса. Мы видели, какую 
большую роль в тепломассообмене играет движение жидкости, 
обеспечивая конвекцию (перенесение, доставку) тепловой энер¬
гии и массы компонента смеси. Поэтому расчет поля скоростей 
является важным этапом при решении задачи конвективного теп-
ломасообмена. 

В предыдущих параграфах обсуждались процессы перено¬
са энергии (этнальпии) и массы компонента. В гидродинамике 
переносимой величиной является импульс (количество движения): 

mw, (кг м/с). 

Импульс единичной массы жидкости есть скорость: 

(m w) , - = w, м/с. 
m 

Обратите внимание на то, что переносимая величина явля¬
ется вектором. Ранее мы имели дело со скалярными переносимы¬
ми величинами - массой, энтальпией. 

Плотность конвективного потока импульса можно запи
сать, умножая плотность потока массы pw на импульс единицы 
массы w: 

pww, (кг м/с)/(м2с). (1.40) 

Не следует ставить никакого знака умножения между век¬
торами скорости в только что записанной формуле. Это особое 
произведение векторов, так называемое прямое произведение (не 
скалярное и не векторное). Оно образует тензор потока импуль¬
са, координатное разложение которого расписывается следующим 
образом: 

puu puv puw 

pvu pvv pvw . (1.41) 
pwu pwv pww 
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Здесь (u,v,w) - составляющие вектора скорости по коорди
натным осям. Каждая составляющая тензора потока импульса свя
зана с двумя направлениями: одно из них - направление переноса, 
второе - направление переносимой величины (рис. 1.13). 

z 
Направление 
переносимой 

X 

Рис. 1.13. Плотность потока импульса 

Пусть необходимо определить плотность потока им
пульса через контрольную поверхность, нормальную к оси у. 
Поскольку импульс - векторная величина, необходимо уточ¬
нить, какую именно составляющая импульса имеется в ввиду. В 
нашем примере это вертикальная составляющая w. Через кон
трольную поверхность протекает поток массы жидкости pv. 
Каждая единица массы этого потока содержит импульс w. Сле
довательно, искомая плотность потока импульса есть pvw. Для 
диагональных элементов тензора направления переноса и пере¬
носимой величины совпадают. 

Тензор напряжений. Рассмотрим теперь силы контакт
ного взаимодействия между элементами жидкости, разделенными 
какой-либо контрольной поверхностью, или, как говорят, в сопро¬
тивлении материалов, напряженное состояние в точке. 

Чтобы охарактеризовать напряжения (силы, отнесенные 
к единице площади), следует задать ориентацию площадки 
(например, единичным вектором нормали) и вектор силы, дей¬
ствующей на эту площадку. Мы опять имеем дело с величиной, 
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связанной с двумя направлениями, и представляем напряжения 
в виде тензора, координатное разложение которого записывает¬
ся следующим образом: 

, Н/м 2= (кг м/с)/(м2с). (1.42) 

Например, на единичную площадку, нормальную к оси у 
(рис. 1.14) действует сила Py, которая в координатном разложении 
представляется как 

P y = i C T yx + JCTyy + k C T y z . (1.43) 

где, в частности, Фy X есть касательное напряжение, действующее 

в направлении x на площадку, нормальную к оси y (ориентация 
площадки - первый индекс, направление силы - второй). 

yy 

X 

®xx ®xy ®xz 

azx azy azz 

Рис. 1.14. Тензор напряжений в вязкой жидкости 

Знак напряжения определяется правилом «отброшенной» 
жидкости: направления стрелок таковы, что это силы, действую¬
щие со стороны жидкости, находящейся справа от контрольной 
поверхности, как говорят, «отброшенной» со стороны положи¬
тельного направления оси y. 
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В гидродинамике принято интерпретировать напряжения 
как плотности потока импульса. Действительно, если на грань 
контрольного объема со стороны контактирующей жидкости дей
ствует напряжение (сила), то это означает, что контрольному объ
ему сообщается через эту площадку некоторый импульс. Следует 
принять во внимание правило знаков: плотность потока импульса 
за счет действия поверхностных сил - это тензор напряжений с 
обратным знаком. 

Диагональные элементы тензора называются по понятной 
причине нормальными напряжениями, а внедиагональные - каса¬
тельными, или сдвиговыми напряжениями. 

Давление. Для идеальной (невязкой) жидкости на гранях 
контрольного объема действуют только силы давления, всегда 
нормальные к рассматриваемой площадке. В этом случае тензор 
напряжений записывается просто: 

- р 0 0 " "1 " 

0 - р 0 = - р 1 

0 0 - р _ 1 
- p I , (1.44) 

где I - единичный тензор. 
При течении вязкой жидкости возникают дополнительные, 

так называемые вязкие напряжения. Прежде всего это касатель
ные, или сдвиговые напряжения. Менее очевидно то, что и в нор¬
мальных напряжениях возникают вязкие составляющие, в связи с 
чем возникает вопрос о том, что понимать под давлением в дви¬
жущейся вязкой жидкости. Принимают, что давление есть сред¬
неарифметическое значение нормальных напряжений (среднее 
давление) с обратным знаком: 

Р = - xx +СТ yy +СТ zz ) (1.45) 

Это определение с очевидностью подходит для идеальной 
жидкости (см. (1.44)), и его распространяют на вязкие жидкости. 
Заметим, что сумма диагональных элементов тензора является 
инвариантом, т.е. не зависит от ориентации системы координат, 
как и должно быть для давления. 
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Вязкие напряжения. При записи тензора напряжений выде
ляют давление и вязкие напряжения (величина со «штрихом»): 

о = -p I+o ' . (1.46) 

Другими словами, считают, что отклонения напряжений от 
давления связано с возникновением вязких напряжений. 

Чтобы сохранить определение (1.45) для давления, необ¬
ходимо потребовать, чтобы сумма диагональных элементов тен¬
зора вязких напряжений была равна нулю: 

<4 +dyy +<4 = 0 . (1.47) 

Это условие используется далее при формулировке закона 
вязких напряжений. 

Плотность потока импульса. После этого обсуждения 
можно записать выражение полной плотности потока импульса: 

- о + pww = pI-o'+pww , (кг м/с)/(м2с), (1.48) 

согласно которому поток импульса возникает вследствие дей¬
ствия сил давления, вязких напряжений и конвективного переноса 
импульса. 

Остается получить выражение для тензора вязких напря¬
жений, или, в другой интерпретации, кондуктивного потока им¬
пульса а ' . 

Закон трения Стокса. Свойство вязкости проявляется 
только при движении жидкости, таком, что имеет место сдвиг 
слоев жидкости относительно друг друга. Движения жидкости, 
похожие на движение твердого тела, когда не происходит относи¬
тельных перемещений частиц, не подвержены влиянию вязкости. 
Эти качественные соображения могут быть выражены математи¬
чески, если воспользоваться теоремой Гельмгольца о разложении 
движения элементарного объема жидкости на три составляющие 
(рис. 1.15): 

- поступательное перемещение как твердого тела (с одина¬
ковой для всех частиц скоростью); 

- твердое вращение (с одинаковой для всех частиц угловой 
скоростью); 

- деформация (сдвиг, перекашивание углов). 
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Рис. 1.15. Разложение движения элементарного объема на поступательное 
перемещение (1), поворот (2) и деформацию (3) 

Поскольку первые две составляющие не дают сдвига (от
носительного смещения) частиц, остается искать связь между вяз
кими напряжениями и деформациями. 

Деформации возникают из-за неравномерности поля ско
рости. Мерой этой неравномерности является градиент скорости 
- тензор, координатное разложение которого составлено из про
изводных от проекций скорости (u,v,w) по координатам (x,y,z): 

grad w= 

du dv dw 
dx dx dx 
du dv dw 
dy dy dy 
du dv dw 
~dZ ~dZ ~dz~ 

(1.49) 

Как поясняется в следующем пункте, внедиагональные 
компоненты 

d u d v 

dy d x 
и т.п., 

описывают угловую скорость поворотов линий, составленных из 
жидких частиц, а диагональные компоненты 

dudvdw 
dx dydz 
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определяют скорость относительного удлинения жидких отрез
ков, расположенных вдоль данной координаты. При сложении 
градиента скорости с его транспонированным значением 

получается симметричный тензор, описывающий скорость де
формаций элементарного объема жидкости. 

Принимают, что вязкие напряжения пропорциональны ско
ростям деформации в жидкости. Это основное содержание зако
на вязкого трения (закона Стокса), который записывается в сле
дующей форме: 

Коэффициент пропорциональности ц называется коэффи¬
циентом динамической вязкости и является физическим парамет¬
ром жидкости. Его размерность есть 

Отметим аналогию в формулировках законов переноса 
(1.50), (1.15), (1.29). Вязкие напряжения (т.е. плотность потока 
импульса) пропорциональны градиенту скорости, подобно тому 
как плотность теплового потока пропорциональна градиенту тем¬
пературы (закон теплопроводности Фурье (1.15)) или диффузион¬
ный поток пропорционален градиенту концентрации (закон диф¬
фузии Фика (1.29)). 

Запишем приведенные выше соотношения в форме коор¬
динатных разложений: 

gradw + (grad w) 

grad w + (grad w) ) — ц (div w) I (1.50) 

du dv dw du du du 

grad w= 

dx dx dx 
dudvdw 
dy dy dy 
dudvdw 
dz dz dz 

; (gradw)T 

dx dy dz 
dv dv dv 
dxdydz 
dw dw dw 
dxdydz 

(1.51) 
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„ du dv du dw du 
2— — + — 

dx dx dy 
dudv dv 
— + — 2— 
dydx dy 
du + dw dv + dw 
dz dx dz dy 

dx dz 

dw + dv 
dydz 

dw 
2— 

dz 

- |J,(div w) (1.52) 

Тензор в правой части этого соотношения (1.52) определя
ет скорость деформации элементарного объема жидкости. 

Дополнительное слагаемое с дивергенцией в уравнениях 
(1.50) или (1.52) для несжимаемых жидкостей обращается в ноль, 
а в случае среды с переменной плотностью обеспечивает выпол
нение требования (1.47). Это легко проверить, учитывая, что 

div w 
d u + dv + dw 
dx dy dz (1.53) 

Итак соотношения (1.50) и (1.52) задают закон вязкого трения 
Стокса соответственно в векторной и координатной форме. 

Некоторые детали и дополнительные обоснования этих 
формулировок приводятся ниже. 

Деформации в жидкости. Поясним кинематический 
смысл компонентов тензора в правой части закона Стокса (1.52): 

2 du dv + du dw + du 
dx dx dy dx dz 

du + dv 2 dv dw + dv 
dy dx dy dy dz 
du + dw dv + dw ^ dw 
dz dx dz dy dz 

(1.54) 

Начнем с внедиагональных компонентов тензора, напри¬
мер, с величины 

du + dv 

dy dx 
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y' 

x' 

Рис. 1.16. Угловые деформации 

Рассмотрим течение в окрестности какой-либо материаль
ной точки P (рис. 1.16). 

Перемещаясь вместе с этой точкой, таким образом что си¬
стема координат x',y' будет поступательно перемещаться вместе 
с частицей жидкости P. Проследим за частицами, первоначально 
расположенными по осям координат, для чего используем разло¬
жение поля скорости в ряд и ограничимся линейными членами: 

- составляющие скорости частиц на вертикальной оси: 

u = u P 
du 

dy 
y ; (1.55) 

составляющие скорости частиц на горизонтальной оси: 

u = u --vP + 
dv 

dx 
x (1.56) 

Эти разложения показывают, что движение частиц можно 
представить как сумму поступательного перемещения со скоростью 
(up, vp) и относительного движения со скоростями соответственно: 

-для частиц на вертикальной оси: 

u = u - u P 
du 
dy 

y 0; (1.57) 

P 

P 

P 

45 



и для частиц на горизонтальной оси: 

' а ' d v \ 
u = u -uP = 0; v = v- vP =—I 

dx 

(1.58) 

На рисунке 1.16 показан результат относительного смеще
ния, т.е. того, что увидит наблюдатель, перемещающийся посту
пательно вместе с частицей P. Вертикальная линия повернется за 
единичный промежуток времени на угол: 

uU du 

7 = ¥ 
(1.59) 

а горизонтальная - на угол 

V=ddv 
X dx 

(1.60) 

Из построений (рис. 1.16) следует , что сумма 

u 

7 
d u 

dy 
d v 
d x 

(1.61) 

характеризует изменение угла между осями в исходном и конеч
ном положениях. Правильнее говорить о скорости угловой де
формации, поскольку построение сделано для единичного проме¬
жутка времени. 

Таким образом, внедиагональные компоненты тензора 
(1.54) определяют скорость угловой деформации в жидкости. 

Рассмотрим теперь специальный случай - вращение жид
кости как твердого тела с постоянной для всех точек угловой 
скоростью (рис. 1.17) - и вновь проследим за значениями внедиа-
гонального компонента: 

du ^ dv 

dydx 

Первоначально положение частиц совпадет с координат¬
ными осями, а через единичный промежуток времени они оказы¬
ваются на линиях, повернутых относительно исходного положе-

P 

P 
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ния. Однако угол между линиями положения частиц в исходном и 
в конечном положении (отмечен на рисунке дугами) не изменяет
ся, остается прямым, как и должно быть для твердого вращения. 
Чтобы обеспечить это условие равенства нулю скорости угловой 
деформации, при построении (рис. 1.17) было принято: 

д u д v д u д v , , , , 
+ — = 0 == = == u = v при у = х . 

ду дх ду дх 

Рис. 1.17. Вращение жидкости как твердого тела 

Легко проверить, что касательные напряжения по формуле 
закона трения (1.52) будут при этом нулевыми, как и должно быть 
при твердом вращении, когда частица жидкости не деформируется. 

Теперь ясно, почему потребовалось вводить в формули
ровку закона трения (1.50) сумму обычного и транспонированного 
градиента скорости. При внимательном рассмотрении выражений 
для этих величин обнаруживается, что сами они есть несиммет¬
ричные тензоры (см. (1.49)), а результат их сложения - симмет
ричный тензор. Благодаря симметрии учитывается фундаменталь
ное требование, согласно которому вязкие напряжения не возни
кают, если жидкость вращается как твердое тело. 

Рассмотрим далее кинематический смысл диагональных 
компонентов тензора (1.54): 
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„ 8 и „ dv „8w 
2 — , 2 — , 2 . 

dx dy dz 
Повторяя с небольшими изменениями описанные выше опе

рации разложения проекций скорости вблизи точки P, получим: 
продольная скорость частиц на горизонтальной оси: 

8и 
dx 

(1.62) 
P 

скорость смещения частиц жидкости в продольном направлении 
относительно точки P: 

и = и - иг 

du 
dx x (1.63) 

Следовательно жидкий отрезок с первоначальной длиной 
x' за малый промежуток времени dr удлинится на величину (n'dr), 
относительное удлинение составит (n'd))/x\ а скорость относи¬
тельного удлинения: 

(и'd))/x' 8U| 

dr dx 
(1.64) 

Итак, производная от проекции скорости по одноименной 
координате определяет скорость относительного удлинения жид
кого отрезка, расположенного вдоль данной координаты. 

Рассмотрим далее деформации растяжения-сжатия перво
начально кубического (квадратного в плане) объема (рис. 1.18). 

P 

V2-x' 

1 Г \ 1 t 

и' 
-
 w 

0 1 ' x 

> 
x 

x' 

Рис. 1.18. Изменение углов при растяжении вдоль оси x 
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Как следует из построений на рис. 1.18, и в этом случае 
прямые углы деформируются. Если объем остается постоянным 
(то есть жидкость несжимаема), то небольшое увеличение размера 
по горизонтали приводит к такому же сокращению по вертикали, 
а скорость угловой деформации составит 

2 ^ = 2 ^ . (1.65) 

Итак, угловая деформация при растяжении-сжатии равна 
удвоенному относительному удлинению. Эти вычисления пояс¬
няют, каким образом возникают вязкие нормальные напряжения. 

Рассмотрим теперь условие (1.47), согласно которому 
сумма диагональных элементов тензора вязких напряжений 
должна быть равна нулю: 

Для несжимаемой жидкости это условие выполняется ав¬
томатически, а в общем случае, как говорилось выше, в выраже¬
ние закона Стокса необходимо добавить слагаемое с дивергенци
ей вектора скорости. В качестве обоснования этого шага приведем 
следующее обсуждение деформаций растяжения-сжатия. 

Если жидкость сжимаемая, то наш расчет (см. формулу 
(1.65) и рис. 1.18) включает мгновенные изменения объема, свя¬
занные не только с деформацией, но и со всесторонним расшире¬
нием (или сжатием) за счет изменения плотности жидкости. Эту 
вторую составляющую мы должны вычесть в соответствии с ос¬
новной идеей: вязкость проявляется только при деформациях (из¬
менениях формы) объема. 

Если наблюдать за изменением первоначально единичного 
(V = 1ТТ) кубического объема, составленного из одних и тех же 
жидких частиц, то, вследствие описанного выше удлинения его 
сторон (см. формулу (1.64)), скорость относительного увеличения 
объема составит величину, равную дивергенции вектора скорости: 
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( l - l - l ) d (1.66) 

Этот результат можно получить и непосредственно из 
определения понятия дивергенции вектора скорости, учитывая, 
что скорость - это плотность объемного расхода (см. рис. 1.11): 

При малых изменениях относительное увеличение объема 
равно трехкратному удлинению сторон (скажем, если стороны 
удлинились на 1%, то объем увеличился на 3%). Или, что то же 
самое, удлинение составит 1/3 от увеличения объема, т.е. 
1/3-div(w). Эту величину необходимо вычесть из полного удли
нения дп/дх, чтобы осталась только часть, связанная с деформаци
ей. Следовательно истинная (угловая) деформация в случае сжи¬
маемой жидкости составит 

div w 1dV 
(1.67) 

V dx 

(1.68) 
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Глава 2. ЗАКОНЫ СОХРАНЕНИЯ. 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

ТЕПЛОМАССООБМЕНА 

2.1. Общая форма балансового уравнения 

Из элементарных процессов переноса, представленных в 
предыдущей главе, складывается следующая общая картина теп
ломассообмена (рис. 2.1): 

Рис. 2.1. К формулировке обобщенного уравнения сохранения 
(ф - плотность переносимой величины, [ф] = (*) / м 3 ; Ф - плотность потока 

этой величины, включающая кондуктивную и конвективную 
составляющие, [Ф] = (*) / (м 2с); у - мощность внутреннего источника, 

[у] = (*) / (м 3с)) 

В некоторой области, отделенной границей Г от окружаю
щей среды, движется со скоростью w(x,y,z,T) двухкомпонентная 
жидкость с переменной температурой t (x,y,z,r) и концентрацией 
ci (x,y,z,x). Жидкость перемещается под действием давления 
p (x,y,z,T) и вязких напряжений, а также массовых сил (таких как 
гравитация). 

Неоднородность полей температуры и концентрации вы
нуждает появление кондуктивных (пропорциональных градиен-

z 

x 
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там температуры и концентрации) потоков теплоты q(x,y,z, т) и 
массы jl,conduct(x,y,Z,T). 

Движение жидкости обеспечивает конвективный перенос 
экстенсивных (пропорциональных массе) величин, таких как эн¬
тальпия или масса компонента смеси. Векторные поля плотностей 
конвективных потоков энтальпии и массы рассматриваемого ком¬
понента «1» определяются через поле скорости w соответственно 
как pwh и piw. 

На границе области происходит взаимодействие с окру¬
жающей средой, которое должно быть описано граничными усло
виями. Например, через границу могут проходить потоки веще¬
ства и энергии, или граница может быть непроницаемой для этих 
субстанций. На практике граница Г чаще всего отделяет элементы 
конструкций (твердых тел) от обтекающих их потоков газов или 
жидкостей (теплоносителей). Специально выделяют также вход¬
ные и выходные участки границы, через которые теплоноситель 
поступает в теплообменный аппарат и покидает его. 

В общем случае система (рис. 2.1) эволюционирует, разви¬
вается во времени из некоторого начального состояния, которое 
должно быть определено начальными условиями. 

Если заданы начальные и граничные условия, геометриче
ская конфигурация системы и физические свойства жидкости, мы 
должны уметь рассчитать поля: 

-температуры t(x,y,z, т) 
-концентрации C1(x,y,z,T) 
- давления p(x,y,z,T) 
-скорости w(x,y,z, т). 
Мы намереваемся далее в этой главе использовать фунда

ментальные законы сохранения массы, импульса, энергии с целью 
получить замкнутое математическое описание задачи - в форме 
системы дифференциальных уравнений в частных производных 
для указанных искомых величин температуры, концентрации, 
давления и скорости. 

Когда эти поля становятся известными, можно рассчитать 
также потоки энергии и вещества, применяя формулировки законов 
переноса, рассмотренные в предыдущей главе. В том числе, могут 
быть рассчитаны потоки энергии и вещества через границы, разде-
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ляющие элементы конструкций и потоки теплоносителей, что и яв¬
ляется чаще всего главной задачей при инженерных расчетах. 

Выделим в окрестности какой-либо внутренней точки 
(рис. 2.1) дифференциально малый фиксированный в пространстве 
контрольный объем dV. Наблюдая во времени за состоянием кон
трольного объема, мы обнаружим, вообще говоря, изменение значе
ний t, C1, p , w. Например, может увеличиться температура, и это озна¬
чает, что увеличилась внутренняя энергия в контрольном объеме. 

Имеется две возможных причины таких изменений. Во-
первых, через поверхность контрольного объема проходят пото¬
ки энергии (вещества, импульса). 

Во-вторых, внутри объема могут действовать внутренние 
источники или стоки (например, тепловая энергия может «порож¬
даться» в процессе ядерных превращений в энергетическом атом¬
ном реакторе, или поглощаться при эндотермической химической 
реакции и т.п.). 

Это описание можно представить в компактной универ¬
сальной форме балансового уравнения, или уравнения сохранения: 

d i v ^ ) + Y

 . (2.1) 

Согласно (2.1), увеличение содержания какой-либо экстен¬
сивной величины в единичном контрольном объеме (левая часть) 
является следствием притока через его поверхность (первое слага¬
емое в правой части) и действия внутреннего источника (второе 
слагаемое). 

В уравнении (2.1): 
• ф - плотность некоторой экстенсивной величины, т.е. ее 

содержание в единице контрольного объема, [ф] = (*) / м 3 . 
• Ф - плотность потока этой величины, включающая кон-

дуктивную и конвективную составляющие, [Ф] = (*) / (м 2с). 
• у - мощность внутреннего источника, т. е. производство 

в единице объема за единицу времени, [у] = (*) / (м 3с). 
Символ (*) в формулах размерности заменяет конкретную 

размерность переносимой экстенсивной величины (массы «кг», 
энергии «Дж», импульса «кг-м/с»). 
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Подчеркнем, что контрольный объем фиксирован в про
странстве, т.е. фиксированы его координаты (x,y,z) и размер. 
Именно поэтому мы используем частную производную по време
ни от плотности ф для описания локальной скорости увеличения 
переносимой величины (левая часть уравнения (2.1)). 

Поясним смысл первого слагаемого в правой части балан¬
сового уравнения. Согласно определению, дивергенция есть сум
марный поток вектора через замкнутую поверхность дифферен¬
циально малого контрольного объема, отнесенный к единице объ¬
ема и направленный наружу. Это как раз то, что необходимо, за 
исключением направления - мы рассчитываем приток в кон¬
трольный объем, поэтому необходим знак минус. 

Если просуммировать дифференциальные балансы (2.1) 
для всех дифференциально малых контрольных объемов, запол¬
няющих рассматриваемую фиксированную область V, то получит
ся уравнение сохранения в интегральной форме: 

где пг - единичный вектор внешней нормали к граничной поверх
ности F r . Согласно (2.2), приращение какой-либо величины ф в 
рассматриваемом объеме (левая часть) является следствием при¬
тока через его поверхность (первое слагаемое в правой части) и 
действия внутреннего источника (второе слагаемое). Ясно, почему 
при интегрировании оператора дивергенции получился поверх¬
ностный интеграл. 

На внутренних границах соседних элементарных объемов 
d V поток Ф суммируется два раза с разными знаками, т.е. сокра
щается. Поэтому остается только поток через границу области F r , 
как и записано в (2.2). 

Таким образом, структура балансового соотношения оста¬
ется одинаковой как для элементарного объема, так и для конеч¬
ных частей объекта - с потоком через поверхность в правой части, 

(2.2) 

Г 
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записанным либо в форме оператора дивергенции в (2.1), либо как 
поверхностный интеграл в (2.2). Такую форму записи называют 
дивергентной или консервативной. 

Нам остается далее наполнить универсальную форму (2.1) 
конкретным содержанием. 

2.2. Закон сохранения массы. Уравнение неразрывности 

В этом случае 

Ф = р; ф = pw; 7 = 0. 

Напомним, что скорость жидкости можно интерпретиро
вать как объемный расход через единичную контрольную поверх¬
ность. Тогда произведение скорости на плотность даст плотность 
потока массы pw. Внутренние источники отсутствуют, так как 
масса, конечно, сохраняется. 

После соответствующих подстановок в (2.1) получают 
уравнение неразрывности: 

div(p w ) . (2.3) 

Для несжимаемых жидкостей (и для газов при скоростях 
не выше примерно трети скорости звука) плотность практически 
постоянна. Поэтому уравнение неразрывности можно записать 
приближенно в более простом виде: 

р = const == div (pw) = 0 или div (w)= 0. (2.4) 

2.3. Закон сохранения 1-го компонента. 
Уравнение конвективной диффузии 

В этом случае 

Ф = р 1 = р С 1 ; Ф = ^conduct + P 1 W = J 1,conduct + p W C 1 ; У = 0 . 

Предполагается, что химических реакций в объеме среды не 
происходит, поэтому источник массы считается нулевым. 
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После подстановки этих выражений в универсальную 
форму балансового соотношения (2.1) получают уравнение со
хранения (баланса) компонента смеси: 

^ = - i v ( j № t + P w с ) , (2.5) 

согласно которому увеличение содержания рассматриваемого 
компонента в контрольном объеме происходит вследствие прито
ка массы этого компонента через поверхность контрольного объ
ема; потоки массы обусловлены диффузией и конвективным пе¬
реносом. 

Кондуктивный (диффузионный) поток массы выражается 
законом диффузии Фика: 

j 1,conduct =~pD grad 

подстановка которого в уравнение баланса (2.5) приводит к диф
ференциальному уравнению конвективной диффузии, опреде-
ляющемуполе концентрации с : 

б(ре1) 
— = -div(-pZ)gradc 1 + pwc 1 ) . (2.6) 

бт 

Концентрация второго компонента двухкомпонентной 
смеси легко вычисляется через сь С2 = 1 - сь 

Напомним, что уравнение конвективной диффузии (2.6) 
записано без учета химических реакций в объеме среды. Однако 
указанное ограничение оставляет в рамках нашего анализа еще 
очень широкий круг практически важных задач, в том числе, с 
химическими реакциями, происходящими на поверхностях разде
ла (на стенках). Это так называемые каталитические реакции. Их 
скорость контролируется подводом необходимых компонентов из 
газовой фазы, т.е. процессами, описываемыми уравнением (2.6). 
Примером может служить горение твердой частицы углерода. 

Важной областью применений уравнения (2.6) является 
анализ распространения пассивных примесей (в том числе, опас¬
ных загрязнений в окружающей среде), расчет процессов испаре¬
ния и конденсации двухкомпонентных смесей и т.д. 
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Уравнение (2.6) можно записать в явной форме относи
тельно концентрации. Следует раскрыть дифференциальные опе
рации для произведения двух функций и (pwc1), как показа
но ниже, и привлечь уравнение неразрывности (2.3): 

P + С ^ б б р ) = -div(-PD grad c 1) - {pw • gradc1 + ~^^div(pWW}. 

В левой и правой частях присутствует уравнение нераз¬
рывности (2.3), умноженное на c1. Сокращая, получим: 

бс1 

p — L = -div(-pD gradc1) - pw • gradc1. (2.7) 
бт 

Явная форма может быть удобной для анализа. Но это не
консервативная форма записи, в отличие от (2.6), поскольку опе¬
ратор конвективного переноса (второй в правой части) не являет¬
ся дивергенцией. Различие форм представления может быть су
щественным в рамках приближенного численного анализа. Чаще 
предпочитают консервативность, т.е. такие численные схемы, для 
которых законы сохранения выполняются строго, несмотря на то, 
что поля величин (скорости и давления, температуры, концентра¬
ции), рассчитываются только приближенно. 

2.4. Закон сохранения энергии. Уравнение энергии 

Вообще говоря, мы должны были бы здесь записать закон 
сохранения полной энергии, включающей внутреннюю и кинети
ческую энергию, и учесть перенос энергии не только в форме теп¬
лоты, но и в форме работы. 

Однако, принимая во внимание реальные условия, при ко¬
торых происходит тепломассообмен в большинстве теплообмен-
ных и теплотехнологических установок, а также в природе, можно 
ввести ряд вполне оправданных упрощений. Скорость потоков 
обычно относительно мала - меньше примерно трети скорости 
звука, и поэтому вклад кинетической энергии в баланс энергии 
оказывается пренебрежимо малым. Поскольку при таких скоро¬
стях перепады давления в потоке малы по сравнению с самим 
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значением давления, то в термодинамическом смысле можно счи
тать процесс тепломассообмена происходящим при постоянном 
давлении. Как известно, для изобарических процессов теплота, 
подведенная к системе, расходуется на увеличение энтальпии. 
Поэтому мы запишем балансовое соотношение (2.1) для энталь
пии двухкомпонентной среды, сделав подстановки: 

ф = р/г; ф = q+pwh; y = qv. 

Согласно получившемуся уравнению (2.8) : 

^ = -div(q+pwh) + qv , (2.8) 

увеличение энтальпии в единичном контрольном объеме проис¬
ходит за счет кондуктивного потока энергии q и конвективного 
переноса энтальпии через поверхность контрольного объема, а 
также вследствие действия внутреннего источника тепла. 

Для кондуктивного потока энергии (теплового потока) ис
пользуется выражение (1.38): 

q = -Х grad t + j 1 , c o n d U C t

( h 1
 -

 h 2 ) .  

Кондуктивный поток массы определяется законом Фика: 

j
 1,conduct = - p D g r a d

 C 1 . 

После подстановки этих выражений в (2.8) получают диф
ференциальное уравнение энергии : 

0 ( p h ) =-div(-A,grad t -pD(\ -h 2)gradc 1+pwh) + qv . (2.9) 
дт 
Это уравнение является определяющим для расчета темпе

ратурного поля. Заметим, что необходимы дополнительные тер¬
модинамические соотношения, устанавливающие зависимость 
энтальпии от температуры и концентрации. 

Уравнение энергии в явной форме относительно темпе
ратуры 

Проведем дополнительные преобразования уравнения (2.9) 
с целью перейти к явной форме относительно температуры. Рас
кроем операции дифференцирования в левой части и дивергенции 
- в правой: 

58 



dh \ d p 
p — + =-div(-A,grad t -pD (h1 -h 2 )grad c 1 )+q v -

W ) - pw • grad h. 

Сокращая в левой и правой частях уравнение неразрывно¬
сти (2.3), умноженное на h, получим: 

dh 

p—.. div(-Agrad p (h1 h 2)grad x ) 

v p • gradh. 

(2.10) 

Учтем теперь, что энтальпия смеси h зависит от темпера
туры и концентрации компонентов h(t, c1, c 2), и продифференци¬
руем h как сложную функцию от времени: 

dh dh 
p дт p I dt 

dt dh 
— + — 
дт dc 

dc dh 
— - + 

T , p , C 2 2 T, P,c1 

dc2 

"dT" 

Это выражение для изменения энтальпии оправдано при¬
менительно к идеальным газам или несжимаемым средам, когда 
изменением энтальпии в зависимости от давления можно прене¬
бречь, а также для теплообменников, в которых скорость потока и 
перепады давления обычно относительно невелики. 

Согласно известным термодинамическим соотношениям 

dh 
dc1 

= h,. 
T , p , c 2 

dh 
dc2 

= h 2 (2.11) 
T , p , c 1 

где Cp - теплоемкость смеси, M , h2 - парциальные энтальпии ком
понентов. Учитывая, что С2 = 1 - С1, получим для левой части: 

d h Г d t , ,dc1 

ния: 

Аналогично преобразуется gradh в правой части уравне-

grad h = cpgrad t + (h 1 - h2 )grad c 1. 
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Теперь уравнение энергии (2.10) запишется в виде: 

dt dc 
pc — + (h -h2)p-r- = -div(-A,grad t-pD(h -^2)gradc^+qv 

dx dx 

- p w • (
c

p

g r a d t + [l\ - h

2 ) g r a d c 1 ) , 

где в левой и правой части взаимно сокращаются операторы урав
нения (2.7), домноженные на (h i - /22). Окончательно получаем 
уравнение для температуры в следующей форме: 

dt 

pcp — = -div(-A, grad t) - pc p w • grad t + qV + 
p dx p V (2.12) 

+ pD grad c1 •grad(h1 - h 2 ) . 

Для теплообмена, не осложненного диффузией, т.е. при 
c1 = 0 или c1 = const: 

dt 
pc — = -div(-X gradt) -pc p w • gradt + qV . (2.13) 

dx 

Если отключить механизм конвективного переноса, т.е. 
считать нулевым поле скорости в системе координат, связанной с 
объектом, то получится дифференциальное уравнение тепло
проводности: 

dt 
pc— = -div(-X grad t) + qv . (2.14) 

dx 
Это уравнение применяют для расчета температурных по¬

лей в твердых телах, а также жидких или газообразных средах, 
если в них гарантированно отсутствует перемешивание. Согласно 
(2.14), увеличение энтальпии в единичном контрольном объеме 
(левая часть) происходит за счет кондуктивного потока энергии 
(т.е. за счет теплопроводности) через поверхность контрольного 
объема (первый оператор справа), а также вследствие действия 
внутреннего источника тепла (второй оператор справа). 

Замечание о радиационном переносе. Дополнительно к 
механизму теплопроводности в уравнении (2.13) следует, в об¬
щем случае, учитывать перенос энергии qR посредством электро
магнитного излучения (теплообмен излучением, радиационный 
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теплообмен), т.е. в правой части (2.13)) должен появиться допол
нительный оператор (- div(qR)). 

Когда говорят о тепловом излучении, предполагают, что 
поглощение электромагнитного излучения в некотором диапазоне 
длин волн приводит к изменению теплового состояния тела, точно 
так же как и испускание электромагнитных волн определяется 
тепловым состоянием (температурой) тела. 

Согласно закону Планка, максимум на спектре теплового 
излучения при обычных для теплоэнергетики температурах нахо¬
дится в области видимых и инфракрасных волн. Поэтому указан¬
ный диапазон электромагнитных волн принято в технике относить 
к тепловому излучению. 

Имеется ряд предельных случаев, когда радиационные по
токи можно не включать в уравнение (2.13). Например, это случай 
прозрачной среды когда излучение практически не поглощается в 
объемах среды и не излучается этими объемами. Следовательно, 
потоки входящего в контрольный объем и покидающего его излу¬
чения должны быть одинаковыми, т.е. div(qR) = 0. 

Мы ограничимся здесь этими общими замечаниями. Так 
называемый сложный теплообмен (комбинированный перенос 
энергии с участием теплопроводности, конвекции и излучения) 
является предметом специальных разделов учебного курса. 

2.5. Закон сохранения импульса. 
Уравнение движения 

Идентифицируем переменные ф, Ф, у в обобщенном урав
нении сохранения (2.1) для гидродинамической задачи. Импульс 
ф единичного контрольного объема есть произведение его массы 
(т.е. плотности жидкости) на скорость: 

ф = pw, (кг м/с)/м 3. 

Плотность потока импульса Ф определяется действием сил 
давления, вязких напряжений и конвективным переносом импуль¬
са, поэтому: 

Ф = p I - c '+pww, (кг м/с)/(м2с). 
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Порождение у импульса внутри контрольного объема яв¬
ляется результатом действия внешних сил, таких как сила грави¬
тации или электромагнитные силы при течении проводящей жид¬
кости в магнитном поле. Ограничимся учетом гравитационных 
эффектов как наиболее важных на практике. Сила гравитации, 
действующая на единичный объем (т.е. вес), есть произведение 
плотности на ускорение силы тяжести: 

у = pg, (кг м/с)/(м3с). 

Итак, обобщенные величины в случае переноса импульса 
записываются следующим образом: 

cp = pw; Ф = p I - о ' + pww; y = pg . 

После подстановки этих выражений в универсальную 
форму (2.1), получают уравнение сохранения импульса: 

d ( p w ) = -div(pI-o'+pww)+p g, (2.15) 
dx 

или после вычисления дивергенции от тензора давления p I 

d (pw) 
dx 

-grad p - div( - o'+pww)+pg . (2.16) 

При подстановке в уравнение сохранения импульса (2.16) 
закона вязкого трения Стокса (см. 1.3): 

T 2 
о ' = |a(grad w + (grad w ) ) - — |_i(div w)I 

получится дифференциальное уравнение движения вязкой жид¬
кости - определяющее уравнение для векторного поля скорости. 

Если поле температуры t(x,y,z) в жидкости неравномерное, 
то и распределение плотности p(t) будет неравномерным. Можно 
представить себе, что более нагретые объемы погружены в холод¬
ную и потому более плотную жидкость. Если система находится в 
поле силы тяжести, то в результате возникнут Архимедовы силы, 
вызывающие движение, даже если в системе нет перекачивающих 
насосов. Такие процессы называются естественной конвекцией, в 
противоположность вынужденной конвекции, когда движение 
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вынуждается внешними источниками. Различие плотностей мо¬
жет быть вызвано переменностью температуры и (или) концен¬
трации смеси в пространстве. Соответственно говорят о термо
гравитационной и концентрационно-гравитационной конвекции. 
Для задач с заметным влиянием свободной конвекции предпочи¬
тают при записи уравнения движения (2.16) учесть Архимедовы 
силы в явном виде, как показано далее. 

Пример свободноконвективного течения представлен на 
рис. 2.2. Нагревательный элемент в виде горизонтальной трубки 
помещен в вертикальный канал. Движение жидкости представле¬
но векторным полем скорости, поле температур - изотермами и 
цветом (или градациями серого на черно-белом изображении). 
Вблизи стенки жидкость горячая (показана теплыми оттенками 
цвета), вдали - остается холодной. 

Рис. 2.2. Свободная конвекция 
вблизи обогреваемой горизонтальной трубы 
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Анимация показывает формирование свободноконвективного 
течения во времени. Мы включаем нагреватель и наблюдаем, как 
прогревается жидкость вблизи стенки, как возникает и усиливается 
подъемное движение жидкости под действием Архимедовых сил. 

Формализуем эти наблюдения следующим образом. Пусть 
контрольный объем с плотностью p(t) погружен в окружающую 
жидкость с отличающейся плотностью (poo). Тогда возникает Ар
химедова сила, «равная весу вытесненной жидкости»: (-p<»g). Ре
зультирующая этих двух сил называется выталкивающей силой. Мы 
добавляем в правую часть (2.16) слагаемое (-p«og) и объединяем с 
силой тяжести (pg); следует одновременно вычесть такую же вели
чину, чтобы не внести ошибки в правую часть: 

^ 1 = -grad p - div( - a'+pww)+ (p - p») g + p» g. (2.17) 

Применим теперь это уравнение для области, где плот¬
ность постоянна p = p » и движение отсутствует или поле скоро
стей однородное, w = const, так что не остается никаких сил в по¬
токе, кроме гидростатического давления и гравитации: 

0 = - g r a d p

h s + p

m

g ^ > p

m

g = g r a d p

h s

, 

т.е. величина (p«og) определяет поле гидростатического давления 
p/к. Делая в (2.17) соответствующую подстановку вместо послед
него слагаемого (p»g) в правой части, объединяя градиенты дав
ления и обозначая p - phs = pm, получим формулировку уравнения 
движения жидкости с выталкивающей силой: 

^ ( p w ) = -gradpm - div( - o'+pww)+ (p - p„ ) g. (2.18) 

Давление pm называют движущим (motive, англ.) давлением. 
Оно связано с ускорением, силами вязкости и выталкивающей си
лой. В неподвижной и однородной среде градиент этого давления 
нулевой. Если же жидкость неподвижна, например, в начальный 
момент времени, но распределение плотности стало неравномерным 
при включении нагревателя, то возникает ненулевой градиент 

g r a d p m = ( р - Р») g , 

под действием которого и начнет развиваться свободноконвек-
тивное течение. 
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2.6. Система дифференциальных уравнений конвективного 
тепломассообмена 

Приведем сводку полученных выше дифференциальных 
уравнений тепломассообмена. 

Уравнение неразрывности: 

- ^ = - div(p w). (2.19) 

Уравнение конвективной диффузии: 

0 ( p f : i l = - div ( -pD grad c1 + pwc1). (2.20) 
cX 

Уравнение энергии: 

С ( p h ) = - d i v ( - X grad t - pD(h1 - h2)gradc1+pwh) + g F . (2.21) 

Уравнение движения: 

5(pw) 
div(pmI - o'+pww)+(p - p»)g , (2.22) 

где 

T 2 
о ' = ц(grad w + (grad w) ) -—ц(div w)I. 

Число неизвестных, а это: 1) температура t(x,y,z,x), 2) кон
центрация d(x,y,z,x), 3) давление p(x,y,z,x) и 4) скорость w(x,y,z,x), 
равно числу уравнений, и в этом смысле получено замкнутое опи¬
сание задачи конвективного тепломассообмена. 

2.7. Термодинамические соотношения 
и свойства теплоносителей 

Величины (t, ci, p, w) составляют набор параметров, пол¬
ностью определяющих состояние рассматриваемой нами системы 
(рис. 2.1). Мы стремимся к тому, чтобы посредством интегриро¬
вания уравнений (2.19)-(2.22) найти поля этих величин. 
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Кроме (t, ci, p, w), уравнения содержат и другие величины -
плотность и энтальпию, коэффициенты теплопроводности, диффу
зии, вязкости. Поэтому необходимы дополнительные соотношения, 
устанавливающие их связь с основным набором переменных. 

В число этих соотношений входят, прежде всего, термоди¬
намические уравнения состояния: 

p = p ( T , p, c 1 ) (термическое); 
h = h (T, p, c 1 ) (калорическое). 

Например, для идеально-газовой смеси: 

p = RT; R = c 1 R1 + (1 - c 1 ) R 2 , 
p 

и, если принять теплоемкость примерно постоянной величиной в 
актуальном интервале температур, 

h = cP • t; cP = c1cP1 + (1 - c1 )cP2. 

Кроме того, необходимы данные по коэффициентам пере¬
носа: 

^ = M t , p , c 1 ) ; D = D(t, p, c 1 ) ; ц = ^ ( t , p , . 

По свойствам веществ в литературе имеется обширная 
справочная информация. 

2.8. Математическая структура уравнений 
конвективного тепломассообмена 

Уравнения конвективного тепломассообмена (2.19)-(2.22) 
записаны в компактной векторной форме. Такая запись ясно от¬
ражает физический смысл уравнений. Векторная форма уравне¬
ний одинакова для различных систем координат. 

Приведем краткую математическую справку о применяв¬
шихся выше векторных операциях для ортогональных систем ко¬
ординат (например, декартовой, цилиндрической, сферической). 

Вектор представляют его координатным разложением: 
3 

W = 1 ,W: 
j=1 
Z 1 JWJ . (2.23) 

Уславливаются проводить суммирование по повторяю¬
щимся индексам, даже если знак суммы явно не фигурирует. 
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Тензор записывают, указывая два характерных направления 

D = 1 j 1 k D

J k . (2.24) 

В результате двойного суммирования получается девяти-
компонентное разложение. Традиционно тензор представляют в 
виде квадратной матрицы, опуская единичные векторы. 

Скалярное произведение вычисляют, пользуясь прави¬
лами умножения единичных векторов в ортогональной системе 
координат: 

1 J • 1 k = 8 j k , (2.25) 

где символ Кронекера Sjk = 1, если j = k; 5/k = 0, если j Ф k. 
Операция, указанная точкой (знаком скалярного произве

дения), должна совершаться над единичными векторами, стоя
щими непосредственно слева и справа от знака операции. Напри¬
мер, для скалярного произведения векторов имеем: 

a ' b = 1 j a j ' = ( 1 J •
 1 k ) a A = 5 j k a A . (2.26) 

Теперь в двойной сумме останутся только компоненты с 
j = k (для других слагаемых символ Кронекера равен нулю), и мы 
продолжаем вычисления следующим образом, применяя правило 
суммирования по повторяющимся индексам: 

а • b = bjkajbk = akbk = 0 1 b + a2b2 + ОЗЬЗ. (2.27) 

В дальнейшем очевидный этап с подстановкой символа 
Кронекера мы будем опускать. 

Скалярное произведение векторов полезно для вычисления 
потока вектора через произвольно ориентированную площадку, 
заданную вектором единичной нормали. 

Вычислим скалярное произведение тензора на вектор, как 
в формулировке закона Фурье для анизотропных материалов: 

D • а = 11kDjk • 1n0n = 1j(1k ' 1n)Djkan = \jDjrain = 

\i(Dna1 +D12a2 + D13a3) + 2 

b(D21a1 +D22a2 + D23a3) + 

1J(D3101 +D32a2 + D33a3) 

Результат вычислений - вектор. Скалярное произведение 
тензора на вектор полезно также для вычисления потока тензор-
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ной величины (потока импульса) через произвольно ориентиро
ванную площадку, заданную вектором единичной нормали. 

Операции с дифференциальными векторными операторами 
дивергенции и градиента производить так же легко, если ограни
читься только декартовыми координатами, для которых единич
ные векторы постоянны (не меняются от точки к точке). 

Вычислим, например, дивергенцию от градиента темпера
туры, как это необходимо сделать в уравнении энергии (2.21): 

div(grad ) V -V = j — • k =(j • fc)  
j k — j k (2.29) 

_д_дТ_ _ <fiT_ _|_ <fiT_ d2T 
dxjdxj дх2 dxf dx2' 

Результат вычислений - оператор Лапласа от температуры 
(скаляр). 

Еще одним видом умножения является прямое умножение, 
без использования какого-либо символа. Прямое произведение век¬
тора скорости на вектор скорости образует тензор плотности потока: 

pww = pijWjikWjWk. (2.30) 

Последняя операция, которую мы рассмотрим, есть дивер¬
генция от тензора, как это имеет место в уравнении движения (2.22): 

d l v ( ) - j k n kn = 

J (2.31) 
д д 

(j ' k n dxj k n n dxk 
kn-

Результат вычислений - вектор. 
Вычисления для давления в уравнении движения произво¬

дятся следующим образом: 

d l v ( ) j fen 5 kn = ( j - k n — 5
 k n 

j j (2.32) 

n 5 kn n g r a d . 
fe n 
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На первый взгляд, приведенные вычисления кажутся 
слишком формальными. Однако это самые простые правила, с 
помощью которых можно производить векторные и тензорные 
операции, выражающие в символической форме фундаменталь¬
ные законы переноса и сохранения. 

2.9. Дифференциальное уравнение 
турбулентной кинетической энергии (ТКЭ) 

Турбулентный перенос 
В несколько метафорическом смысле можно сказать, что, 

наблюдая за различными потоками жидкости в природе, мы визу¬
ально фиксируем решения (интегралы) дифференциальных урав¬
нений движения (2.19), (2.22). 

Это верно и для спокойной ламинарной струйки воды, вы
текающей из приоткрытого крана, и для бурного турбулентного 
потока горной реки. Однако если в первом случае мы можем без 
особых трудностей воспроизвести наблюдаемое решение с помо¬
щью аналитических преобразований на бумаге, то во втором для 
моделирования во всех деталях наблюдаемого нестационарного 
неупорядоченного - т.е. турбулентного - движения окажется не¬
достаточно всей мощи современных суперкомпьютеров. 

Ламинарно-турбулентный переход в потоках различной 
конфигурации совершается при достижении некоторых критиче¬
ских значений числа Рейнольдса, 

Re: 
UL pU2 "динамическое давление" 
v ^ U_ "напряжение вязкого трения"' 

где U и L , p и v - соответственно характерные значения скорости 
и размера потока, плотность и кинематическая вязкость жидкости. 
Критические значения Re, при которых ламинарные потоки те
ряют устойчивость, таковы, что большинство практически важ¬
ных течений в технике и природе являются турбулентными. В 
связи с этим необходимо приспособить полученные выше уравне¬
ния (2.19 - 2.22) для решения задач тепломассообмена в турбу¬
лентных потоках. 
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Инженерный подход состоит в следующем. 
• Самой важной наблюдаемой особенностью турбулент¬

ного потока является высокая интенсивность процессов переноса 
теплоты, концентрации, импульса - вследствие интенсивного 
турбулентного перемешивания жидкости. Поэтому коэффициенты 
теплопроводности X, диффузии D, вязкости ц в выражениях зако
нов переноса: 

Agrad; 
i = - р grad i; 

2 

' ц (grad + (grad У ) - ^ ^ div, 

как и в самих дифференциальных уравнениях тепломассообмена 
(2.19-2.22), считают эффективными величинами, содержащими 
дополнительно к молекулярным коэффициентам переноса (индекс 
«М» в (2.33)) турбулентную составляющую (индекс «Г» в (2.33)): 

х=хм + v ; D=DM +D; п=Пм +РТ . ( 2 . 3 3 ) 

• Заменив молекулярные коэффициенты эффективными 
значениями и одновременно отказываются от детального описа¬
ния мелкомасштабных хаотических пульсационных движений, 
рассматривая только сглаженное, осредненное основное течение. 

Проблема состоит в определении коэффициентов турбу¬
лентного переноса. Существует целая иерархия расчетных моде¬
лей турбулентности, применяемых к течениям различной слож¬
ности. Например, для многих инженерных задач достаточно ска¬
лярного представления (2.33), однако в случае каналов сложной 
формы или вблизи межфазных границ следует учитывать тен¬
зорную природу коэффициентов, поскольку турбулентность, во¬
обще говоря, неизотропна (пример коэффициента переноса как 
тензорной величины рассматривался в связи с теплопроводно¬
стью в анизотропном теле). 

В рамках краткого теоретического введения, мы рассмот¬
рим далее две расчетных модели турбулентности начального 
уровня сложности: 

• прандтлевскую модель длины пути смешения; 
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• ^-модель турбулентности на основе одного дифференци
ального уравнения для турбулентной кинетической энергии 
(ТКЭ) и алгебраических соотношений, связывающих эту новую 
сохраняемую и переносимую величину с коэффициентами турбу¬
лентного переноса. 

Газокинетическая аналогия 
Простейшая модель турбулентного переноса основывается 

на газокинетической аналогии. 
Молекулярный перенос осуществляется микрочастицами 

вещества (молекулами, атомами) при их хаотическом тепловом 
движении, сопровождаемом многочисленными столкновениями. 

Как метафору, этот образ используют для турбулентно¬
го переноса. В качестве «частиц» выступают макроскопиче¬
ские, громадные по сравнению с молекулярными масштабами, 
объемы жидкости, так называемые турбулентные моли, хаоти
чески перемещающиеся с пульсационными скоростями w' на 
фоне осредненного, сглаженного основного течения . 

Таким образом, истинное - хаотическое - поле скорости w 
представляют как сумму осредненного во времени, сглаженного 
упорядоченного распределения скорости w и хаотических турбу¬
лентных пульсаций w': 

- _ _ _ (2.34) 
— — ' == — — ' == ' 0 . 

Черта сверху означает осреднение локальных величин век¬
тора скорости по времени. Из определения (2.34) следует, что 
среднее по времени значение пульсационной составляющей ' 
равно нулю. Поэтому в качестве количественной меры пульсаций 
принимают среднеквадратичное значение. 

Следующие простые вычисления используют известное 
равенство, согласно которому скалярное произведение вектора на 
самого себя дает квадрат модуля этого вектора: 
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где через w' обозначен модуль мгновенного значения пульсаци-
онной скорости. Применяя операции осреднения для квадрата мо
дуля скорости, получим последовательно: 

w • w = ( w + w') • ( w + w') = w • w + 2w • w' + w' • 
w • w = (w + w') • (w + w') = w • w + 2w • w' + w' • 

w 

w • w + 2wyw + w • w ; (2.35) 

2 l~\2 < ' 2 

w = (w I + w ; 
i 2 

к = 
2 

Квадрат скорости (с множителем //) можно интерпретиро
вать как удельную (т.е. в расчете на единицу массы) кинетиче
скую энергию. Поэтому результат (2.35) означает, что кинетиче
ская энергия турбулентного потока складывается из кинетической 
энергии осредненного (основного) течения и турбулентной кине
тической энергии к, Дж/кг. 

Энергия к, в конечном счете, рассеивается, превращается 
в теплоту в так называемом каскадном процессе. Крупные энер¬
гичные моли гидродинамически неустойчивы и дробятся на более 
мелкие моли, наследующие энергию первых поколений. Наконец, 
на самых малых масштабах, турбулентная энергия рассеивается 
силами вязкости. 

Следовательно, требуется постоянное восполнение турбу
лентной энергии. Генерация к происходит при работе основного 
потока против сил турбулентного трения (в конечном счете, за 
счет работы перекачивающего насоса). 

Важно отметить, что сложные нестационарные поля скоро¬
стей турбулентных потоков могут быть надежно измерены в экспе¬
риментах с применением термоанемометров и лазерных доплеров-
ских анемометров. Эти приборы непосредственно фиксируют мгно
венные локальные значения u, v, w проекций вектора скорости (при 
соответствующей ориентации датчиков), так что после измерений в 
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необходимом числе точек и статистической обработки (см. (2.34¬
2.36)) могут быть получены распределения локальных величин сред
неквадратичных пульсаций и ТКЭ в потоке: 

' = ( ' + ' ) • ( ' + ' ) 

(2.36) 

w .12 
и'2 +V12 +W 12 

2 2 

Упоминавшаяся выше анизотропия турбулентности прояв¬
ляется в неодинаковости составляющих v' (нормальной к обте

чь Ч ' 2 , и ч '2, „ 
каемой стенке), u (продольной) и w (параллельной стенке и 
нормальной к основному потоку). 

Анализируя степень корреляции между пульсационными 
скоростями w' в двух соседних точках в зависимости от расстоя
ния между ними, можно измерить также линейный масштаб тур
булентности lT. Ясно, что говорить о турбулентном моле как кон
солидированном объеме жидкости имеет смысл, если только 
наблюдается согласованность (коррелированность) скоростей со¬
ставляющих частиц. Масштаб IT дает также меру длины пути 
смешения как аналога длины свободного пробега в рамках газо¬
кинетической аналогии. 

Итак, среднеквадратичная пульсация и турбулентный 
масштаб являются непосредственно измеряемыми величинами. 
На основе экспериментальных данных, в качестве общей, весьма 
грубой оценки можно принять: 

где W и L - характерные значения скорости и поперечного разме¬
ра основного потока. Например, при течении воздуха со скоро¬
стью 10 м/с в трубе диаметром 1 м пульсации составят примерно 
1 м/с, а характерный размер турбулентного моля - примерно 1/10 м. 

Сопоставим теперь по порядку величин молекулярные и 
турбулентные коэффициенты переноса на примере вязкости. 

(2.37) 
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Напомним, как вычисляются коэффициенты молекулярно
го переноса в элементарной газокинетической теории (см. схему 
на рис. 2.3). 

О с 

п О У о п О 

1 
' / V j г 

-

1 
} 

2 > о о ° с 
зг 

о о о 

Рис. 2.3. Молекулярный перенос 

В сдвиговом течении с профилем макроскопической ско
рости U (стрелки в левой части рисунка) проведены контрольные 
поверхности 1 и 2 на расстоянии длины свободного пробега /. 
Одинаковые, компенсирующие друг друга массовые потоки j~pw, 
обусловленные хаотическим тепловым движением молекул со 
скоростью w, переносят - через пунктирную контрольную по
верхность (рис. 2.3) - неодинаковые удельные (т.е. в расчете на 
единицу массы) продольные импульсы U i и U2. Результирующий 
поток импульса (левая часть второго уравнения (2.38)) интерпре
тируется как молекулярное вязкое трение, которое может быть 
выражено также посредством феноменологического закона вязко
го трения Ньютона (правая часть второго уравнения (2.38)): 

j 6 ( Р - W ) ; 

4 v ' 

результирующий 
поток импульса 

1 

U i - U2 
=> 

динамическая 
вязкость 

(2.38) 

v-=-(p-w)-i; 

6 

градиент скорости 

v = — = — w-1 
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Поясним, что множитель 1/6 оценивает вероятность дви¬
жения молекул в заданном направлении (сверху вниз или снизу 
вверх на рисунке), поскольку всех возможностей шесть: три коор¬
динатных оси и для каждой из них два противоположных воз¬
можных направления. 

Итак, согласно (2.38), вязкость газа пропорциональна про¬
изведению скорости w теплового движения молекул (т.е. пример¬
но скорости звука) и длине свободного пробега l: 

ц = 1 p ( w / ) . (2.39) 
6 

Для воздуха при нормальных условиях (w ~ 300 м/с, / ~ 10 - 7 м, 
р ~ 1 кг/м 3): 

ц * - - 1- 300- 10 - 7 « 0 , 5 - 10 - 5 , кг м/с. 
6 

Турбулентную вязкость - в рамках газокинетической ана¬
логии - рассчитывают по той же формуле (2.39), подставив сред¬
неквадратичную пульсацию скорости и линейный масштаб турбу¬
лентности /т : 

цт « 1 p/W^2" /т . (2.40) 
6 

Используя оценки (2.37), получим для турбулентной вяз¬
кости в примере с течением воздуха в трубе диаметром 1 м со 
скоростью 10 м/с: 

ц т « - i - b ( 0 , Ы 0 ) ( 0 , Ы ) « 0 , 2 - 1 0 - 1 , кг м/с, 

т.е. величину, превосходящую молекулярное значение примерно 
на четыре порядка (!). 

Соотношение (2.40) для турбулентной вязкости принято 
записывать (с учетом (2.35), (2.36)) в следующей форме: 

цт = , (2.41) 

где Сц - эмпирическая константа, / ц ~ /т - так называемый перенос¬
ной масштаб турбулентности (см. ниже формулы (2.52)). 

Полагая, что одни и те же турбулентные моли, перемеща¬
ясь со скоростью ~ -Jk на расстояние ~ /т , переносят и импульс, и 
теплоту и массу компонента смеси, получают: 
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(2.42) 

т.е. в рамках газокинетической аналогии турбулентные числа 
Прандтля Ргт и Ргэт равны единице. Подчеркнем, что коэффициен
ты турбулентного переноса не являются физическими параметра
ми (свойствами) жидкости. Они зависят от характерных значений 
скорости и размера потока и являются неизвестными до решения 
задачи переменными величинами. 

Для применения формул вида (2.40), (2.42) в инженерных 
расчетах необходима информация о среднеквадратичной пульса¬
ции скорости (или кинетической энергии турбулентности) и ли¬
нейном масштабе турбулентности. 

Линейный масштаб турбулентности 
Основное, что известно о турбулентном масштабе из 

эксперимента, можно кратко выразить в форме распределения 
Эскудиера. В непосредственной близости от твердой обтекаемой 
стенки IT увеличивается пропорционально расстоянию y от стен¬
ки, а затем, в ядре турбулентного потока, остается постоянной 
величиной, пропорциональной характерному поперечному разме¬
ру 8 (толщине пограничного слоя, или половине толщины плоско¬
го канала, или радиусу трубы). В алгоритмической форме сказан¬
ное записывается следующим образом: 

т ) = min( , L б ) ; L = 0,09; = 0 , 4 1 . (2.43) 

Стыковка происходит на расстоянии от стенки, равном: 

6w = с-± б = 0,207б. 
к 

Таким образом, масштаб турбулентности растет в пределах 
примерно 20%-го пристенного слоя (0 < y < 8W), а затем в ядре по
тока остается постоянным на уровне около 10% от толщины тур¬
булентного пограничного слоя (или от характерного поперечного 
размера канала). Ниже мы дополним формулировку (2.43) демп¬
фирующей поправкой на влияние вязкости у самой стенки и мо¬
дифицируем для явлений переноса и диссипации. 
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Модель пути смешения 
Простой способ теоретической оценки пульсаций скорости 

в сдвиговом потоке иллюстрируется рис. 2.4. Наблюдатель, нахо
дящийся на расстоянии y от стенки, фиксирует пульсацию скоро
сти w' благодаря тому, что турбулентный моль, переместившийся 
сверху, приносит повышенное значение скорости с уровня (y+lr), 
где lr - длина пути смешения, или длина свободного пробега тур¬
булентного моля. 

U(y+lr) 

w'*U(y+lr) - U(y) 

Рис. 2.4. Турбулентный перенос в пристенном потоке 

Применяя формулу газокинетической аналогии (2.40) и 
выражая пульсацию w' как изменение скорости U осредненного 
основного потока на малом отрезке lr (рис. 2.4), получают форму
лу Прандтля для турбулентной вязкости: 

8U 
W'«(U (У + lm )-U (y) ) « — • lr 

(2.44) 

где линейный масштаб турбулентности, называемый в контексте 
формулы Прандтля длиной пути смешения, задается соотношени
ем вида (2.43). 

Таким образом, дифференциальные уравнения конвектив
ного тепломассообмена (2.19 - 2.22) с эффективными значениями 
коэффициентов переноса, определяемыми формулами (2.33), 
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(2.42) и (2.44), дают замкнутое описание тепломассообмена в тур¬
булентных потоках. Замечательным результатом Прандтлевской 
модели является воспроизведение наблюдаемого в экспериментах 
универсального логарифмического профиля скорости в пристен-
ной области турбулентных потоков. 

Однако модель пути смешения является лишь простейшим 
представлением турбулентности и пригодна только для ограни¬
ченного перечня простых течений. 

Очевидный недостаток теории состоит в обращении тур
булентного коэффициента переноса в ноль там, где градиент ско
рости нулевой (см. формулу (2.44)). Например, это означает, что 
вблизи оси трубы течение остается ламинарным при любых чис¬
лах Рейнольдса, что противоречит опыту. Тот же недостаток не 
позволяет правильно рассчитать скорость конденсации или сорб¬
ции на свободной (без трения, следовательно, с нулевым градиен¬
том скорости) поверхности раздела турбулентных потоков жидко¬
сти и газа. Простейшая модель не может описать явление затуха¬
ния турбулентности за успокаивающей решеткой аэродинамиче¬
ской трубы, и т.п. 

k-модель турбулентности 
Совершенствование модели турбулентности связано с 

применением формулы (2.41), 

в которой турбулентная энергия k рассматривается как сохраняе¬
мая субстанция, переносимая посредством диффузии и конвек¬
ции, подверженная диссипации и восполняемая специальным ме¬
ханизмом генерации. Другими словами, как величина, подчиняю
щаяся балансовому уравнению вида (2.1): 

• ф - плотность турбулентной кинетической энергии (ТКЭ), 
т.е. ее содержание в единице контрольного объема, [ф] = Дж / м 3 

— = -d iv (0 )+у , 

где 

78 



• Ф - плотность потока этой величины, включающая кон-
дуктивную и конвективную составляющие, [Ф] = Дж / (м 2с): 

= - ( [ I [I r )grad _ ; 
диффузия турбулентной конвекция 

энергии 

• у - мощность внутреннего источника, т.е. производство и 
диссипация в единице объема за единицу времени, [у] = Дж / (м3с): 

j = I + ps . 
производство диссипация 

После указанных подстановок в (2.1), получают диффе
ренциальное уравнение ТКЭ: 

^ = - d i v ( - ( n + [ i r )g rad р ) р £. (2.45) 

Мы возвращаемся здесь к принятому ранее в уравнениях 
(2.19)-(2.22) обозначению скорости w, однако теперь это скорость 
осредненного основного потока, отфильтрованного от хаотиче¬
ских турбулентных пульсаций. 

Приведем часто используемую в расчетной практике раз¬
вернутую запись (2.45) в координатной форме, в приближении 
двухмерного пограничного слоя для потока жидкости с постоян¬
ными физическими свойствами: 

0 < x < L ; 0 < y <5 ; 

Re = » 1 =^5 « L =Э 
v 

д(, ,дк Л д(, ,дк 

Диффузия по x Диффузия по y (2.46) 

дк 

% = 

д 
+ р 

Порождение 

-
Диссипация 

Скорость 
локального Диффузия Конвекция 

+ р 
Порождение 

увеличения 
ТКЭ 

где (x, y) - координаты вдоль обтекаемой поверхности и по нор¬
мали к ней, (и, v) - продольная и поперечная составляющие ско¬
рости. По сравнению с полной двухмерной формулировкой, в ука-
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занном приближении можно пренебречь продольной диффузией 
по сравнению с поперечной, что существенно упрощает вычисли¬
тельные процедуры. 

Остается указать способ определения диссипации 8 и про¬
изводства I турбулентной энергии в (2.45), (2.46). 

При расчете удельной скорости диссипации 8 полагают, 
что энергия к рассеивается за характерное время существования 
турбулентного моля TDISS, определяемое линейным масштабом 
турбулентности и пульсационной скоростью турбулентного моля, 
как показано в нижеследующих оценках: 

рассеиваемая энергия, 
Дж 
кг 

время, сек 
расстояние ^ 

скорость 

г 3/2 

4 
(2.47) 

где /8 - т.н. диссипативный масштаб турбулентности. 
Моделируя механизм диссипации энергичных молей мас

штаба /т как торможение под действием динамического давления: 

'Fluid 
П л о щ а д ь Динамическое П у т ь 

сечения моля 

Работа силы 
сопротивления 

7 3 / 2 
p Mole / р W 

Объем моля 
4 v ' 
Кинетическая энергия моля 

(!) 

(2.48) 

получают, что характерный размер турбулентного моля /т, как и 
расстояния, на которые моль перемещается в осредненном потоке 
(т.е. диссипативный /8 или переносной / ц масштабы), есть величины 
одного порядка: h—h ~ / ц (заметим, что мы сопоставляем масштабы на 
уровне порядка величин, в то время как в конкретных реализациях 
различных расчетных моделей турбулентности числовые значения 
этих величин могут различаться в несколько раз). Это означает, что 
газокинетическая аналогия - т.е. аналогия с идеальным, разрежен¬
ным газом - имеет ограниченное применение. 

к 
х Diss 
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Производство Р турбулентной энергии определяется как та 
часть работы сил турбулентного трения тТ, которая затрачивается на 
деформацию контрольного объема. Вычисления просты для течения 
типа пограничного слоя с координатой у, нормальной к обтекаемой 
твердой стенке. В таком течении главную роль играют касательные 
напряжения в плоскости, параллельной стенке (см. рис. 2.5): 

, ч 8u 8u 
т = (И*м + Ц-T ) — ; V = H*T —

 . 

8y 8y 
Сначала выписывается работа, совершенная силами, при

ложенными к верхней и нижней границам контрольного объема 
(1 х dyx 1); при этом скорость u означает перемещение за единицу 
времени (см. рис. 2.5). Работа отнесена к единице объема, так что 
в пределе получается операция дифференцирования (верхняя 
строка в (2.49)): 

От ) у+йу • С т г X 

ди 

Работа на деформацию 
ди 

Работа 
на деформацию 

ду 

=> 
(ди\2  

= ^ dry) 

Работа на увеличение 
кинетической энергии 

основного потока (2.49) 

Далее мы замечаем, что приращение Этт является суммой 
сил, приложенных на верхней и нижней гранях (см. рис. 2.5), и 
что эта сумма сил приложена в центре масс контрольного объема. 
Действие суммы сил Этт приводит к ускорению, а совершаемая 
работа - к увеличению кинетической энергии основного потока. 

Оставшаяся часть полной работы турбулентного трения 
расходуется на деформацию и, в конечном счете, рассеивается в 
теплоту, но через промежуточную стадию образования энергич¬
ных турбулентных завихрений, т.е. стадию генерации турбулент¬
ности. (Понятно, почему не учитывалась работа молекулярного 
трения в (2.49): вязкая деформация означает непосредственную 
диссипацию, превращение в теплоту). 
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u(y) 

Т т (y+dy) 

Э т т ( y )

t = 

Рис. 2.5. Силы турбулентного трения, 
действующие на контрольный объем (1 xdyxl) 

Подставляя выражения для диссипации (2.47) и производ
ства (2.49) в (2.46), получают дифференциальное уравнение тур¬
булентной энергии в приближении пограничного слоя: 

8к =д_ 
8х 8у 

( 8 k Л ( 8 k 8 k Л (8u Л2 ' - 3 / 2 8k 8k 
pu~+Pv— 

8X 8y 
-Цт 

\ 8 y J (2.50) 

Диффузия Конвекция Порождение Диссипация 

Турбулентная вязкость рассчитывается по обсуждавшему
ся выше (см. формулы (2.40), (2.41)) соотношению: 

Иг C ц р / 2

 ц ; С ц 0 .09. (2.51) 

Для переносного / ц и диссипативного / е масштабов турбу¬
лентности применяются формулы, основанные на распределении 
Эскудиера (2.43) и снабженные демпфирующими факторами f и 
f , работающими в вязком подслое непосредственно у стенки: 

т ) = min( , L б ) ; L = 0.09; = 0 . 4 1 ; 

Т ) ц ; £ С \ J Т ) £; СЦ 0 . 0 9 ; 
С

 / 

e x p l - -
2 С / 

(2.52) 

/ 2 

На твердой стенке для турбулентной энергии k ставится 
нулевое граничное условие: 
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kly=+0 = ^ (2.53) 

как это следует из условия прилипания. 
Неопределенность при расчете скорости диссипации 8 на 

стенке раскрывается следующим образом: 
в ->0; 

(2.54) 

т.е. диссипация 8 на стенке остается конечной, если турбулентная 
энергия k убывает по квадратичному закону, как это и отмечается 
в экспериментах. 

Итак, дифференциальное уравнение турбулентной энергии 
k (2.45) (совместно с алгебраическими соотношениями вида (2.52) 
для линейного масштаба турбулентности) дополняет систему 
дифференциальных уравнений (2.19-2.22) для температуры, кон¬
центрации, давления и скорости и, таким образом, создает за¬
мкнутое описание конвективного тепломассообмена в турбулент¬
ных потоках. Принципиальным усовершенствованием в k-модели, 
по сравнению с моделью пути смешения, является возможность 
проследить эволюцию турбулентности под действием диссипации 
и генерации, диффузии и конвекции. 

Модели турбулентности следующего уровня содержат уже 
два дополнительных дифференциальных уравнения переноса. 
Например, наиболее популярная ke-модель, наряду с уравнением 
переноса для турбулентной энергии k (см. (2.45)-(2.46)), содержит 
аналогичное по структуре уравнение для скорости диссипации е 
как новой сохраняемой и переносимой величины. Это позволяет 
отказаться от чисто эмпирического и далеко не универсального 
способа задания масштаба турбулентности (2.43), принятого в ис
ходной k-модели. Масштаб турбулентности становится теперь 
внутренней, определяемой в процессе решения величиной, свя¬
занной с переменными k, 8 соотношением (2.47): 

= 

8 
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На переднем фронте исследований находятся методы пря
мого численного моделирования турбулентных течений, призван¬
ные воспроизвести в деталях хаотические гидротермодинамиче¬
ские поля в технических устройствах и в природе. Однако прове¬
дение таких расчетов требует исключительно больших вычисли¬
тельных ресурсов. Действительно, даже если осредненный основ¬
ной поток относительно прост, турбулентная составляющая имеет 
хаотическую нестационарную трехмерную структуру, для про¬
странственного и временного разрешения которой в интересной 
для инженеров области больших чисел Рейнольдса требуется 
слишком мелкая вычислительная сетка, например, с числом узлов 
1016, что относится пока к области фантастики. 

Дифференциальные уравнения тепломассообмена (2.19) -
(2.22), (2.50) образуют систему уравнений в частных производных 
второго порядка. В полной постановке это нелинейная система 
уравнений. Источниками нелинейности являются операторы кон¬
вективного переноса, содержащие вторые степени зависимых пе¬
ременных (произведения скорости на скорость, скорости на кон¬
центрацию, скорости на энтальпию). Нелинейность появляется 
также, если молекулярные коэффициенты переноса зависят от 
температуры и концентрации. Нелинейны задачи турбулентного 
переноса. Эта краткая характеристика показывает, что интегриро¬
вание уравнений тепломассообмена является сложной задачей. 
Только при существенных упрощениях, при работе с асимптоти¬
ческими ситуациями оказываются возможными аналитические 
решения. Хотя роль таких решений для понимания сущности теп¬
ломассообмена очень важна, при математическом моделировании 
реальных, возникающих на практике задач аналитические методы 
часто оказываются неприменимыми. 

Основная тенденция в теории и практике тепломассооб¬
мена - все более широкое использование компьютерного модели¬
рования, с тем чтобы максимально учесть принципиально важные 
эффекты и работать с полными математическими моделями, а не 
быть вынужденными «упрощать» задачу до такой степени, что 
модель совсем перестает быть похожей на реальный объект. 
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Глава 3. КРАЕВЫЕ УСЛОВИЯ 

3.1. Контрольные объемы на границе 

В предыдущей главе была сформулирована система диф¬
ференциальных уравнений в частных производных для нахожде¬
ния полей температуры, концентрации, скорости, давления в ис¬
следуемом объекте. Чтобы получить полное, замкнутое математи¬
ческое описание задачи, необходимо также поставить граничные и 
начальные условия. 

Граничные условия описывают взаимодействие на границе 
между исследуемым объектом и окружающей средой. Например, 
если пластина из плохо проводящего тепло материала охлаждает¬
ся в термостате с интенсивно перемешиваемой жидкостью, можно 
принять температуру пластины на ее поверхности (т.е. на грани¬
це) равной температуре жидкости в термостате. 

Начальные условия определяют начальное состояние, из 
которого происходит дальнейшая эволюция объекта во времени. 
Начальные условия задаются в виде пространственных распреде¬
лений искомых переменных. Например, следует указать начальное 
распределение температуры по толщине машиностроительной 
детали, если необходимо проследить за режимом ее термической 
обработки. Начальных условий, конечно, не ставят при рассмот¬
рении стационарных, установившихся состояний: сами эти ста¬
ционарные пространственные распределения являются предметом 
анализа. 

Начальные и граничные условия объединяют термином 
краевые условия. Постановка краевых условий является необхо¬
димым и часто самым ответственным этапом математического 
моделирования, в особенности если речь идет об объектах со 
сложной геометрией, с границами раздела, на которых происходят 
фазовые превращения вещества, действуют силы поверхностного 
натяжения и т.п. 

Сейчас мы рассмотрим только самые простые аспекты по¬
становки граничных условий, в основном применительно к зада¬
чам теплопроводности. 
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Возвращаясь к схеме, использованной при формулировке 
уравнений сохранения, заметим, что среди контрольных объемов 
dV, заполняющих рассматриваемую область, должны быть и та
кие, которые попадут на границу раздела Г (рис. 3.1). 

Рис. 3.1. Специальный контрольный объем на границе 

Стороны h специального, построенного на участке грани
цы F T контрольного объема, перпендикулярны границе. Одна из 
граней (на расстоянии h m от границы) всегда находится внутри, а 
другая (hout) - всегда снаружи объекта. 

Процедура записи балансов в форме обобщенного уравнения: 

^ = - div(0>) + у 
от 

теперь должна быть изменена, чтобы учесть, что за пределами 
границы Fr находится окружающая среда с совершенно други
ми свойствами. Необходимо разбить контрольный объем на два 
по схеме: 

(h m + hout)• F r ( h n • F r ) + (hout • FT) . 

Контрольный объем стягивается к поверхности F r таким 
образом, что высоты h стремятся к нулю, а участок границы F r  

остается фиксированным. Благодаря указанному предельному пе¬
реходу можно пренебречь потоками через боковые - бесконечно 
суживающиеся - грани контрольного объема, и при вычислении 
оператора div(<I>) взять только потоки через внутреннюю и 
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наружную грани. Теперь обобщенное уравнение сохранения для 
специального граничного контрольного объема запишется следу
ющим образом: 

+ Yin \K F ) + Yout ^ ( h o u t ^ r ) 

где Фп - нормальные проекции вектора потока (см. рис. 3.1). 
При предельном переходе (hm , hout —0) объемные члены об

ращаются в ноль, и запись баланса сводится к условию на границе: 

о = Ф : - i v - Ф Г • F или Ф : = Ф Г , (3.1) 

согласно которому плотности потоков по обеим сторонам грани¬
цы раздела одинаковы (см. рис. 3.1). 

Дальнейшая конкретизация (3.1) зависит от особенностей 
рассматриваемой задачи. Несколько примеров рассмотрено ниже. 

3.2. Граничные условия для задач теплопроводности 

Пусть рассматриваемый объект - это твердое тело 
(рис. 3.1), обменивающееся теплотой с окружающей средой. Требу
ется найти температурное поле t (x,y,z,т) в объекте. Математическая 
формулировка этой задачи состоит из дифференциального уравнения 
теплопроводности, полученного в предыдущей главе: 

dt 
pc„ — = -div(-X grad t) + qV

, 

dx 
начального условия, которое может быть очень простым, напри¬
мер, заданием равномерного начального распределения темпера¬
туры, и описания теплового взаимодействия с окружающей сре¬
дой, которое предстоит составить. 

Граничное условие первого рода (условие Дирихле). С 
чисто математической точки зрения, было бы достаточно поло¬
жить температуру поверхности тела равной некоторой заданной 
(известной до решения задачи) функции tr от координат точек на 
поверхности и от времени: 

t(xT,yr,zT,x) = tT (xT,yr,zT,x). (3.2) 
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В простейшем случае это может быть некоторая постоян
ная температура: 

t ( х г , yr, zr, т) = ^ const. 

Однако пока остается неясным, как осуществить такое 
условие для реального объекта, в лабораторных или промышлен
ных установках. 

Граничное условие второго рода (условие Неймана). 
Пусть описание некоторой задачи на вербальном (словесном) 
уровне выглядит так: твердое тело обогревается снаружи мощным 
потоком высокотемпературного теплового излучения qn. Соответ
ствующая математическая формулировка получается из (3.1) сле¬
дующим образом: 

ф out 

dt 
n=-0 dn (3.3) 

n=-0 

где qn - заданная величина теплового потока на поверхности, воз
можно, функция времени и координат точек на поверхности. За¬
дав плотность потока, мы фактически задаем градиент температу¬
ры на поверхности: n означает внешнюю нормаль, а запись n = - 0 
подчеркивает, что величины вычисляются внутри объекта беско¬
нечно близко к его поверхности. 

Граничное условие третьего рода (условие смешанного 
типа, условие Роббина). На практике граница Г чаще всего отде¬
ляет элементы конструкций (твердые тела) от обтекающих их по¬
токов газов или жидкостей (теплоносителей). В свое время Исаак 
Ньютон экспериментально, с помощью специально изготовлен¬
ных им термометров, исследовал охлаждение первоначально 
сильно нагретых металлических тел в воздухе. Он обнаружил, что 
скорость падения температуры пропорциональна самой темпера¬
туре тела: 

dt I \ 

dz V f ' 

В современной формулировке закон охлаждения Ньютона 
записывается следующим образом: 
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q = a (3.4) 

где At = tw - tf - температурный напор, разность температур стенки 
(поверхности) и окружающей среды. В отечественной литературе на 
(3.4) ссылаются как на закон (или уравнение) Ньютона-Рихмана. 

Ясно, почему в уравнении (3.4) должен фигурировать тем
пературный напор: при одинаковых температурах поверхности и 
окружающей среды никакого теплового потока не возникает. Из 
общих соображений понятно также, что если теплоотвод пропор
ционален разности температур, то и скорость понижения темпера
туры тела будет пропорциональна этой разности температур (как 
в исходной формулировке Ньютона). 

Коэффициент пропорциональности а в (3.4) называется ко
эффициентом теплоотдачи и является мерой интенсивности 
конвективного теплообмена между поверхностью и теплоносите¬
лем (этот процесс для краткости называют теплоотдачей). Раз¬
мерность коэффициента теплоотдачи находится из определяюще¬
го уравнения (3.4): 

[а ] = [q] / [At] =Вт / (м 2-К). 

Представление о порядке величины коэффициента тепло¬
отдачи дают следующие данные: 

Процесс теплоотдачи Теплоноситель а , Вт/(м 2 К) 

свободная конвекция воздух 
свободная конвекция вода 
вынужденная конвекция воздух 
вынужденная конвекция вода 
кипение, конденсация вода 

101 

102 

102 

103 

104 -10 5 

Пусть охлаждение твердого тела в среде с температурой tf 
происходит по закону Ньютона-Рихмана. Соответствующая мате
матическая формулировка граничного условия третьего рода по
лучается из (3.1) следующим образом: 

ф 1 1 
'dt_~ 
dn 

ф0 alt . 
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и окончательно: 

= a[tw -tf). (3.5) 
n=-0 

При задании граничных условий третьего рода устанавли
вается связь между неизвестными заранее температурой и гради
ентом температуры на поверхности. 

Вариация параметров а и t f предоставляет широкие воз¬
можности регулирования условий охлаждения (или нагрева) тел. 

Если обеспечить очень высокое значение коэффициента 
теплоотдачи а, например, посредством интенсивного перемеши
вания жидкости, то фактически будет реализовано условие Дири
хле, поскольку из (3.5) следует, что tw — tf при а — да и при ко¬
нечном значении теплового потока. 

Если задать очень малое значение а, то получится условие 
адиабатической поверхности, т.е. частный случай условия Нейма¬
на при нулевом тепловом потоке на поверхности. 

Если tf»tw, то фактически опять будет задано условие 
Неймана с подводимым к поверхноститепловым потоком q ~ atf. 

3.3. Граничные условия 
для задач конвективного теплообмена 

В предыдущем параграфе коэффициент теплоотдачи ис
пользовался при задании граничного условия в задачах теплопро
водности и рассматривался как заданный параметр. 

В действительности коэффициент теплоотдачи является 
сложной функцией скорости и режима течения, формы и размеров 
обтекаемой поверхности, свойств теплоносителя. Хотя к настоя¬
щему времени накоплен широкий перечень решенных задач, его 
ревизия и пополнение остается главным содержанием теории кон
вективного теплообмена. Именно с этой целью приходится инте¬
грировать (в основном, численными методами) систему диффе¬
ренциальных уравнений тепломассообмена. 

В качестве тепловых условий на твердых границах в этом 
случае задают температуру или тепловой поток (или какие-либо 
распределения этих величин вдоль границ). 

dt_ 
dn 
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После того как получено распределение t (x,y,z, т) в потоке 
жидкости (в результате аналитического или численного решения 
системы дифференциальных уравнений конвективного теплооб¬
мена), коэффициент теплоотдачи вычисляют по определяющему 
соотношению: 

-X — 
n=+0 (3.6) 

где n - внешняя нормаль к обтекаемой поверхности, q - плотность 
теплового потока в жидкости (n = + 0), Xf - коэффициент тепло
проводности жидкости. Температура жидкости tf берется на уда
лении от стенки, там, где она перестает заметно изменяться; для 
внутренних течений (как при теплообмене в трубе) обычно ис¬
пользуют среднюю по теплосодержанию температуру потока. 

Условия прилипания 
В теории теплообмена оперируют с моделью непрерывной 

(сплошной) вязкой жидкости. Считают, что при контакте с твер¬
дыми поверхностями силы молекулярного взаимодействия обес¬
печивают полное торможение, прилипание жидкости. Условие ра
венства нулю касательной составляющей скорости на твердой 
неподвижной стенке называется условием прилипания: 

А 0 = 0 
ln=+) 

Более общей формулировкой, применимой также для дви¬
жущихся границ раздела жидкость - газ, является равенство ка¬
сательных составляющих скорости по обеим сторонам поверхно¬
сти раздела. 

В тех же предположениях о сплошности среды можно го¬
ворить о тепловом «условии прилипания»: температуры сред по 
обеим сторонам поверхности раздела одинаковы. Например, если 
посредством микротермопары измерена температура твердой по¬
верхности, то можно утверждать, что такой же будет температу¬
ра газа в бесконечной близости к стенке. 

t п = t п  \n=+0 n=-0 • 
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Сказанное относится к задачам без фазовых превращений. 
При изучении интенсивных процессов конденсации и испарения 
вводят понятие о газокинетическом термическом сопротивлении 
на границе раздела и соответствующем скачке температур. Фун
даментальное описание этих эффектов дается в книге [8]. 

Условие непроницаемости 
Для большинства теплообменных установок обычной явля¬

ется ситуация, когда твердая поверхность непроницаема для кон¬
тактирующего с ней потока жидкости или газа. Для неподвижной 
стенки это условие записывается как равенство нулю нормальной 
составляющей скорости потока непосредственно на стенке: 

А 0 = 0. 
ln=+0 

В специальных разделах теории тепломассообмена рассмат¬
ривают задачи с проницаемыми для вещества поверхностями разде¬
ла: пористыми стенками со вдувом или отсосом, межфазными гра¬
ницами с испарением или конденсация и другие. Граничные условия 
для скорости потока на стенке в таких случаях будут комбинирован¬
ными: для продольных составляющих справедливо условие прили¬
пания, но поперечные составляющие не равны нулю. 

3.4. Геометрия 

Постановка граничных условий тесно связана с заданием 
геометрии рассматриваемой области. В учебных курсах обычно 
ограничиваются задачами с простой геометрией, рассматривая в 
основном одномерные температурные поля в пластине или цилин¬
дре. Однако реальные задачи, возникающие в инженерной практи¬
ке, часто требуют определения температурных полей в трехмерных 
объектах очень сложной геометрической формы. 

При этом даже самый первый этап моделирования - постро¬
ение геометрической модели сложного реального объекта - стано¬
вится невыполнимым без специального математического обеспече¬
ния, применяемого в системах автоматизированного проектирова¬
ния (CAD-системах). 
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На рисунке 3.2 показано, как можно построить деталь с от¬
верстием с помощью геометрического конструктора специального 
математического пакета. Конструктор предоставляет в распоря¬
жение пользователя набор тел простой формы, так называемых 
примитивов (прямоугольный блок, цилиндр, призма, сфера, ко¬
нус), а также ряд логических операций, позволяющих вычитать, 
складывать, приклеивать, перекрывать примитивы и таким обра¬
зом строить все более сложные геометрические объекты. 

Рис. 3.2. Формирование геометрической модели объекта 

В левой части рисунка на экране дисплея показаны два вы¬
бранных пользователем пересекающихся примитива - блок и ци¬
линдр. Далее к этим примитивам применяется логическая опера¬
ция вычитания (subtract) и в результате получается деталь с отвер¬
стием. Одновременно задаются числовые геометрические пара¬
метры, такие как радиусы, размеры сторон и т.д. На следующем 
этапе работы можно идентифицировать участки границ и указать 
на них соответствующие граничные условия. Геометрический 
пример на рис. 3.2 построен в универсальном математическом 
пакете ANSYS (демонстрационная версия), предназначенном для 
решения задач прочности, теплофизики, электромагнетизма, гид¬
рогазодинамики. 

Техника работы с геометрией объекта и постановкой гра
ничных условий в инженерном математическом пакете Matlab 
подробно представлена в главе 11 на примере задачи о теплопро¬
водности твэла - тепловыделяющего элемента ядерного реактора. 
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3.5. Визуализация решений 

После того как разработана математическая модель некото
рого тепломассообменного процесса или аппарата, включающая: 

- дифференциальные уравнения неразрывности, энергии, 
движения и при необходимости турбулентной энергии, а также 

- начальные и граничные условия, обсуждавшиеся выше в 
этой главе, 

Задача отправляется на решение с целью получить распре¬
деления температур и тепловых потоков. Обычно приходится об¬
ращаться к численным методам и соответствующим математиче¬
ским пакетам. Результаты получаются в виде обширных массивов 
(таблиц) чисел, мало пригодных для непосредственного восприя¬
тия. Поэтому заключительный этап работы - анализ результатов -
начинается с их визуализации. Приведем несколько примеров. 

Первый пример связан с компьютерным моделированием 
кипения. Этот процесс теплообмена трудно поддается формализа¬
ции из-за его непосредственно наблюдаемой сложности и хаотич¬
ности. Однако элементарные составляющие, такие как рост пу¬
зырьков пара, доступны численному моделированию. 

Рис. 3.3. Подвод теплоты к пузырьку пара на обогреваемой поверхности 

94 



Рассматривая рис. 3.3, полезно мысленно дополнить его 
отражением влево - это осесимметричная задача о пузырьке пара 
в перегретой жидкости на горизонтальной обогреваемой поверх¬
ности. Результаты численного решения представлены в виде кон¬
турной диаграммы для температуры и векторного поля теплового 
потока. Градиенты температуры и тепловые потоки локализованы 
в клиновидной зоне у основания пузырька (такие режимы воз¬
можны при высоком давлении в кипящей жидкости). 

Постановка краевой задачи теплопроводности следующая. 
Левая граница рисунка соответствует вертикальной оси симмет¬
рии. Верхняя граница адиабатическая, она проведена на достаточ¬
ном удалении от актуальной области вблизи нижнего правого уг¬
ла, где имеют место значительные тепловые потоки. Правая по¬
верхность - адиабатическая граница расчетной области, приходя¬
щейся на один пузырек. На нижней поверхности задана постоян¬
ная плотность теплового потока. 

Цвет, как обычно, указывает на уровень температуры. Си¬
ний цвет - это жидкость при температуре насыщения, красный в 
нижнем правом углу - перегретая жидкость у стенки. Изотермы, 
как и следовало ожидать, перпендикулярны к адиабатическим по¬
верхностям. Тесное расположение изотерм у стенки соответствует 
большим градиентам температуры и большим тепловым потокам. 

Поскольку полная картина кипения включает рост пузырь¬
ка в слое первоначально перегретой жидкости, показанная на 
рис. 3.3 стационарная картина должна быть дополнена анализом 
соответствующей нестационарной задачи теплопроводности. 

Результат анализа оказывается следующим: при рас¬
сматриваемом режиме (кипении при высоком давлении) релак¬
сация температурного поля вокруг пузырька происходит очень 
быстро, поэтому рис. 3.3 удовлетворительно представляет ква¬
зистационарное температурное поле в жидкости вблизи расту¬
щего пузырька пара. 

Два важных наблюдения полезно зафиксировать. Во-первых, 
происходит очевидное уменьшение толщины прогретого слоя жид¬
кости у стенки (толщины так называемого теплового пограничного 
слоя, показанного красным цветом на кадрах анимации) [26]. Это 
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означает, что градиент температуры у стенки увеличивается с ростом 
скорости обтекания и, следовательно, увеличивается плотность теп¬
лового потока. Во-вторых, происходит формирование циркуляцион¬
ного течения в кормовой части цилиндра, что также влияет на тем¬
пературное поле вблизи стенки трубы. 

Приведенный пример наглядно показывает сложность и 
многообразие задач теплообмена, если иметь в виду многомерную 
геометрию реальных инженерных объектов, нелинейность урав¬
нений, неустойчивость гидродинамических полей. 

Универсальным средством решения таких задач становит¬
ся все в большей мере численное моделирование на компьютерах. 
В главе 11 подробно рассмотрена технология построения компью¬
терной модели твэла (тепловыделяющего элемента ядерного реак¬
тора) в инженерном математическом пакете Matlab. 
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Раздел 2. ТЕПЛОПРОВОДНОСТЬ 

Глава 4. ОДНОМЕРНЫЕ СТАЦИОНАРНЫЕ ЗАДАЧИ 

ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ 

В главе 2 было получено математическое описание тепло¬
массообмена в форме системы дифференциальных уравнений в 
частных производных (2.19) - (2.22). Интегрирование этой систе¬
мы, вообще говоря, осуществляется численными методами, тре¬
бует специального математического обеспечения и больших вы¬
числительных мощностей. 

Однако многие важные и широко применяемые инженера¬
ми расчетные формулы получены простыми аналитическими ме¬
тодами, поскольку в этих случаях имеют дело: 

- с задачами теплопроводности в твердых телах, когда от
сутствуют сложные механизмы переноса конвекцией; 

- со стационарными задачами (для установившихся режи¬
мов работы энергетических установок); 

- с одномерными задачами (благодаря простой форме рас
сматриваемых объектов). 

В задачах теплопроводности полная система (2.19) -
(2.22) сводится к единственному дифференциальному уравнению 

теплопроводности (2.14) (см. гл. 2) относительно температуры t 
(x,y,z,T) как искомой переменной: 

dt 
pc— = -drv(-X grad t ) + qv

 . (4.1) 
dx 

Коэффициенты этого уравнения, а именно, теплофизиче-
ские свойства (теплопроводность X, Вт/(м К), удельная теплоем
кость ĉ , Дж/(кг K) и плотность р, кг/м 3), а также мощность внут
ренних источников теплоты qv, Вт/м 3 могут зависеть от темпера¬
туры, а также быть явными функциями координат и времени. Од¬
нако при решении основных, классических задач их полагают по¬
стоянными величинами. 
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г 
Рис. 4.1. Теплопроводность 

Чтобы отчетливо выразить физическое содержание урав
нения теплопроводности как уравнения сохранения (рис. 4.1), пе
репишем его в следующей форме: 

Р р — = - d i v ( ) v > (4.2) 

где q - плотность теплового потока, вычисляемая по закону 
Фурье: 

Agrad . (4.3) 

Согласно уравнению (4.2), энтальпия контрольного объема 
(см. рис. 4.1) увеличивается благодаря подводу теплоты через его 
грани посредством теплопроводности (первый оператор справа) и 
действию внутреннего источника qv. 

Для стационарных задач (Э//Эт = 0) уравнение теплопро¬
водности запишется как 

div = (4.4) 

Физически уравнение (4.4) означает, что при стационар
ном режиме энергия, генерируемая внутренним источником qv, 
должна целиком отводиться через поверхность контрольного объ¬
ема dV (рис. 4.1) посредством теплопроводности (оператор div q). 

В стационарных задачах без внутренних источников: 
div = 0, (4.5) 

т.е. суммарный подвод теплоты через поверхность любого кон¬
трольного объема будет нулевым. Самой простой и самой важной 
для практики задачей такого рода является теплопроводность 
плоской стенки. 

z 

У 
x 
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4.1. Теплопроводность плоской стенки 

В теплообменных аппаратах теплота передается от горяче
го теплоносителя tfi к холодному t f через разделяющую их тон
кую стенку (перегородку) толщиной 8 (рис. 4.2). Тепловой поток q 
распространяется по нормали к стенке, и температура изменяется 
по толщине стенки, в направлении нормальной координаты x: 
t = t(x). Поскольку аппараты энергетических установок работают 
преимущественно на оптимизированных установившихся режи
мах, актуален анализ стационарной задачи. Внутренние источни¬
ки теплоты отсутствуют. 

Примем в качестве граничных условий заданные темпера¬
туры на поверхностях пластины ti и t2. Теплопроводность X мате¬
риала стенки полагается постоянной величиной. Требуется найти 
распределение температуры t(x) по толщине стенки, а также вы¬
числить плотность теплового потока q. 

Сформулируем математическое описание этой задачи. 
Дифференциальное уравнение теплопроводности (4.1) радикаль¬
но упрощается, как показано далее: 

x 
8 

Рис. 4.2. Теплопроводность плоской стенки 
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— О ; — — О 

О 

=> = ( ) 

ox W J 

const 

0 = * 0 0 dx2 0 

Таким образом, получается следующая краевая двухточеч
ная задача для обыкновенного дифференциального уравнения 
второго порядка: 

d 2 ) 

(4.6) d 2 0 ; 

= 0 ) = г; 
( ) 2-

Нетрудно догадаться, что функция с нулевой второй про
изводной - это прямая линия, т.е. искомое распределение темпе
ратуры - линейное. Но мы последовательно проведем вычисления 
для этой первой конкретной задачи курса тепломассообмена. 

Понизим порядок уравнения посредством замены пере¬
менных и получим первый интеграл: 

d / d 
сГ Vd 

№ - t ( x ) d 
= 0; (4.7) 

- ) = 
dx J 

Второе интегрирование дает общий вид решения с двумя 
константами интегрирования: 

dx 
t (x) = C1 x + C 2 (4.8) 

Константы определяются при подстановке решения в гра¬
ничные условия: 

t(x = 0) = C1 • 0 + C 2 = 

t(x = 5) = CX ^ + C2 =t2j 

C = 
t2 - h 

(4.9) 

Окончательно, для температурного поля пластины получа
ется линейное распределение (рис. 4.2): 

t (x) = (t2 - h ) • - + 1 1

. 

5 
(4.10) 
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Полезно представить себе (визуализировать) это распреде
ление в форме системы изотермических поверхностей и приме
нить цвет для отображения уровня температуры, подобно рисун
кам в гл. 1. 

Вычисление теплового потока производится по закону 
теплопроводности Фурье, с использованием решения (4.10): 

q = - l grad t ———— qx = - l = 
dx (4.11) 

t - t 

= l J-r2-; 4y, 4Z = 0. 

Полученное основное расчетное соотношение для плоской 
стенки записывают в следующей традиционной форме (полагая 
q = qx): 

q = t 1 - t 1 ^At_; R = 8 
4 8 RX' l l . (4.12) 

l 
Величина Rx называется термическим сопротивлением 

плоской стенки. 
Формула (4.12) играет в практике инженера-

теплоэнергетика такую же важную роль, как аналогичная форму¬
ла закона Ома (/ = U/R) для инженера-электрика. Величинами-
аналогами являются: 

- сила тока и тепловой поток; 
- напряжение (разность потенциалов) и разность температур; 
- электрическое (омическое) сопротивление и термическое 

сопротивление. 
Ясно, что многослойная стенка, часто применяемая на 

практике (например, металлический лист плюс слой тепловой 
изоляции) - аналог последовательной цепи, в которой поток оди¬
наков, а сопротивления складываются. Основываясь на этой ана¬
логии, можно записать выражение для многослойной плоской 
стенки как для последовательной цепи термических сопротивле¬
ний (i - номер слоя): 

Ё Г Ь • < = & ( 4 . 1 3 ) 

где At - полный суммарный перепад температур на составной 
стенке. 
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4.2. Теплопередача через плоскую стенку 

Вернемся к постановке задачи о плоской стенке как эле
менте теплообменника (рис. 4.2). Анализируя теплопроводность 
в плоской стенке, мы считали заданными температуры на ее по
верхностях t\ и t2. На практике эти температуры обычно неизвест
ны, а задаются температуры теплоносителей tf\ и tf2 и коэффици
енты теплоотдачи а \ и а 2 по обе стороны стенки. Комбинирован
ный процесс переноса теплоты от горячего теплоносителя к хо
лодному теплоносителю через разделяющую их стенку (перего
родку) называется теплопередачей (рис. 4.3). 

Рис. 4.3. Теплопередача через плоскую стенку 

Теплопередача включает последовательно конвективный 
теплообмен (теплоотдачу) на левой поверхности, обтекаемой го¬
рячим теплоносителем, затем теплопроводность в твердой стенке, 
и далее теплоотдачу на правой поверхности, обтекаемой холод¬
ным теплоносителем. Ясно, что мы имеем дело с последователь¬
ной схемой включения термических сопротивлений теплоотдачи 
(\/а\), теплопроводности (5 / X) и теплоотдачи (Уоь) (рис. 4.3): 

t2 -1 f 2 

a 2 J 

f \ f2 

\02 



По аналогии с последовательной электрической цепью (см. 
также (4.13)), опуская элементарные промежуточные выкладки, 
запишем формулу теплопередачи через плоскую стенку: 

4 _ J_ + 5 + J _ . (4.14) 
А 

Если стенка многослойная, то вместо (8 / X) следует под
ставить сумму термических сопротивлений (4.13). 

При расчетах потребуются также выражения для отдель
ных участков тепловой цепи, например, чтобы найти температуры 
поверхностей ti и 

t f1 ~~ t2 t 2 ~~ tf 2 t1 ~~ tf 2 
q_X+I; q q _ T ^ T . 

Oti А CO 2 А CO 2 

Коротко уравнение теплопередачи записывается следую
щим образом: 

q _ k -At 

A t _ tf1 ~ t f 2 ; k _ 1 + 5 + 1

 , ( 4 . 1 5 ) 

CO1 А CO 2 

где At, К - температурный напор между теплоносителями; 
k, Вт/(м 2К) - коэффициент теплопередачи. 

Полезно в терминах теплопередачи самостоятельно про¬
анализировать функционирование такого хорошо известного теп¬
лообменника, как чайник с кипящей водой на сильном огне газо¬
вой горелки. Температуры горячего и холодного теплоносителя 
здесь соответственно 1200 и 100°С. Как быстро нагреется вода до 
кипения при включении горелки? Почему не плавится металл дна 
чайника при штатной ситуации? Почему дно чайника прогорит, 
если вода выкипит? За какое время выкипит чайник, оставленный 
без присмотра? Такого рода вопросы интересуют не только любо¬
знательного студента, но и, например, конструктора энергетиче¬
ского ядерного реактора. 
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4.3. Одномерные стационарные модели: общая постановка 

Кроме плоских стенок, на практике часто имеют дело с ци¬
линдрическими стенками (трубами) и, в более специальных слу¬
чаях, - со сферическими стенками. Дополнительная проблема, не 
затронутая до сих пор - это зависимость коэффициента теплопро¬
водности от температуры, иногда весьма существенная. Наконец, 
имеются специальные одномерные задачи с внутренними источ¬
никами теплоты, важные для ядерной энергетики и при расчете 
электрических нагревателей. 

Общая постановка таких одномерных стационарных задач 
дается уравнением (4.4): 

div(#) = q v , 

где плотность теплового потока вычисляется по закону Фурье с 
переменным, зависящим от температуры коэффициентом тепло¬
проводности: 

А( )grad . 

Представим оператор дивергенции в форме специальных со¬
отношений, пригодных для часто встречающихся на практике объек
тов с плоской, цилиндрической и сферической геометрией (рис. 4.4). 

Рис. 4.4. Объекты с плоской, цилиндрической 
и сферической симметрией 
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Контрольные поверхности, к которым отнесены величины 
плотности теплового потока в указанных трех случаях, определя
ются формулами: 

F = const; F(r) = 2%r; F(r) = 4%r2. 

Благодаря симметрии, эти поверхности являются изотермами. 
Одномерной формулировкой закона теплопроводности 

Фурье будет: 

q

( r ) = _ x

(

t ) I L . ( 4 . 1 6 ) 

Сконструируем далее специальные контрольные объемы 
dV, ограниченные указанными контрольными поверхностями и 
представляющие собой плоский, цилиндрический или сферический 
слой с малой толщиной dr (рис. 4.4). 

Чтобы вычислить дивергенцию, исходя непосредственно 
из определения понятия этой величины, следует найти суммарный 
поток вектора через поверхность контрольного объема d V и отне
сти результат к dV: 

_ [ ) ( )]r+dr — [ ) ( )]г 
) 

( а - ) • о ) d (4.17) 
) • d 

- ( ) • ( ) ) • 
) d 

Переписывая (4.4) с учетом (4.17), 

d(q(r) • F(r)) = F(r) • qv, 
dr 

и интегрируя в пределах r 1 r, получим следующее уравнение 
баланса: 

r 

q(r) • F ( r ) _ q(r1) • F(rJ = qv jF(r) • dr . (4.18) 

Правая часть этого выражения есть внутреннее тепловыделе
ние в слое толщиной (r - п). Левая часть - разность тепловых пото
ков через поверхности F(r) и F(n). Смысл балансового соотно-
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шения (4.18) очевиден, и его можно было бы выписать сразу, ми¬
нуя промежуточные выкладки. 

Под r1 мы понимаем внутренний фиксированный радиус 
цилиндрического или сферического слоя. Для плоской стенки эту 
величину можно всегда считать нулевой, т.е. отсчитывать коор¬
динату от одной из поверхностей слоя. Текущее значение коорди¬
наты обозначается как r, а конечное значение будет далее обозна¬
чено как r 2. 

Уравнение (4.18) определяет распределение теплового по¬
тока q(r) по координате r. Общий план дальнейших вычислений 
таков: подставляя в (4.18) выражение (4.16) теплового потока че
рез градиент температуры, при втором интегрировании получим 
распределение температуры t(r) и завершим тем самым решение 
поставленной задачи (см. параграфы 4.4;4.5;4.6). Мы ограничимся 
в данной главе задачами без внутренних источников. 

4.4. Плоская стенка без внутренних источников 
теплоты с переменным, зависящим от температуры 

коэффициентом теплопроводности 

Переписывая (4.18) с учетом условий qv = 0, F = const, по¬
лучим уравнение сохранения в виде: 

т.е. плотность теплового потока q, Вт/м 2, постоянна по толщине 
плоского слоя для стационарных задач без внутренних источников. 

После подстановки (4.16) и замены обозначения координа
ты r — x приходят к дифференциальному уравнению для темпера¬
турного поля в плоской стене: 

Принимая во внимание зависимость коэффициента тепло¬
проводности от температура, X = X(t), приведем уравнение к фор¬
ме с разделенными переменными: 

A,(t) • dt = _q • dx; (q = const). 

q ( r x ) = q ( r 1 ) = q = C O n S t 

(4.19) 
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Интегрируя левую и правую часть в согласованных преде
лах и учитывая, что на поверхности x = 0 поставлено граничное 
условие 

t (x = 0) = h, 
получим: 

t ( x ) 

j X(t) -dt = -q - jc 

t(x) 

j X(t) - dt 

•(t (x ) - t j ) = - q - x (4.20) 

Величина в квадратных скобках есть среднеинтегральное 
значение коэффициента теплопроводности в интервале темпера
тур t1^t(x), т.е. в «текущем» слое 0-x. Уравнение (4.20) дает неяв
ное выражение для распределения температуры t(x). 

Если интегрирование провести в полных пределах 
t1-^t2, то после простых преобразований получится следующее ос
новное расчетное соотношение для плоской стенки: 

t1 - t2 

X m 

А? 
R X (4.21) 

Среднеинтегральное значение Хт коэффициента теплопро¬
водности определяется формулой: 

jX(t)- dt 
(4.22) 

t2 - t1 

Подчеркнем важный результат, справедливый для всех одно
мерных стационарных задач: в качестве расчетного коэффициента 
теплопроводности в (4.21) следует использовать его среднеинте-
гральное значение на интервале изменения температуры в стенке. 

Если X = const, то из уравнения (4.20) сразу следует линей¬
ное распределения температуры: 

(4.23) 

х 

0 h 
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Подставляя выражение для q из (4.21), можно получить 
другую форму того же распределения: 

t ( x ) = t1 - ( t 1 -12 ) J . (4.24) 
о 

Это повторение полученного ранее другим способом рас
пределения (4.10). 

Если X зависит от температуры, то распределение температу
ры по толщине слоя будет нелинейным. Насколько сильны искаже
ния и как они зависят от характера температурной зависимости X, 
полезно исследовать самостоятельно. Пример такого расчета для 
цилиндрической стенки приведен ниже (рис. 4.8 - рис. 4.10). 

4.5. Цилиндрическая стенка 

Аналитическое решение 
Переписывая (4.18) с учетом условий: 

qv = 0, F = 2л r, 

получим уравнение сохранения в виде: 

q(r) -2% -r = q(r 1) - 2% - r1 = qL = const, (4.25) 

где qL, Вт/м - так называемая линейная плотность теплового по¬
тока, т.е. тепловой поток в расчете на единицу длины цилиндри¬
ческой стенки по ее оси (на единицу длины трубы). 

Смысл уравнения сохранения (4.25) следующий: линейная 
плотность теплового потока постоянна по толщине цилиндриче¬
ского слоя для стационарных задач без внутренних источников. 

Делая подстановку (4.16) и принимая во внимание воз¬
можную зависимость коэффициента теплопроводности от темпе¬
ратуры, X = X(t), приведем уравнение (4.25) к следующей форме с 
разделенными переменными 

X(t) - dt = - — q L . 
2% r 

Напомним, что qL в этом выражении есть величина, не за¬
висящая от текущего значения радиуса r. Интегрируя левую и 
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правую часть в согласованных пределах и учитывая, что на по
верхности г = г\ поставлено граничное условие первого рода 

получим: 

t (г = Г\) = t\, 

t ( г ) 

J X (t) • dt: 

t ( Г)-t \) 

J r 2K 

t (r ) 

J X(t) • dt 

(t (r)-1\) 2K Г 

(4.26) 

В квадратных скобках записано среднеинтегральное зна
чение коэффициента теплопроводности в интервале температур 

t 0 -т t ( r ) , т.е. в «текущем» слое (ГО^Г) (ср. с (4.20) для плоской 

стенки). Уравнение (4.26) дает неявное выражение для распреде
ления температуры t(r). Как разрешить уравнение относительно 
t(r) в случае, когда температурная зависимость X(t) существенна, 
показано ниже в вычислительном примере (рис. 4.8 - рис. 4.\0). 

Если интегрирование провести в полных пределах Г\^Г2, 

t \^t2, то после простых преобразований получатся следующие ос
новные расчетные соотношения для цилиндрической стенки: 

2TC-X„ 
-in г 2 

тс-At 
— — i n r 2  

2 - X m г (4.27) 

Величина RL,X называется линейным термическим сопро
тивлением цилиндрической стенки. Среднеинтегральное значение 
Xm коэффициента теплопроводности в интервале температур 
(t \ , t2) определяется формулой (4.22). 

Если X = const, то из (4.26) следует логарифмический закон 
изменения температуры по радиусу: 

2KX 
• in L. (4.28) 
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В относительной форме: 

t ( г ) -1\ 
in-

1 2 - t \ in г 2 

распределение (4.28) представлено графически на рис. 4.5 для 
слоя с отношением радиусов Г 2 / Г \ = 4. 

R 2 : = 4 R 1 := 1 

l n ( R ) 
0 ( R ) : 

In ( R 2 ) 

N a N otherwise 

if 1 < R < R n 

\ 

w a I I i n ( R ) := 10 • ( R - 1) 

A x e ( R ) := 1 0 9 • ( R - 0 . 0 1 ) 

w a I I o u t ( R ) := 1 0 9 ( R - R 2 ) 

i — I — r — I — г 

i I ( I i 

it 
radius 

Рис. 4.5. Распределение температуры 
в цилиндрическом слое (R = rlri) 

г 

Для тонких цилиндрических стенок (4.27) переходит в 
формулу для плоской стенки. Покажем это, применив символьные 
вычисления из математического пакета Mathcad (рис. 4.6): 

В первом блоке выписаны формулы (4.27) и (4.25) для ли
нейной и обычной плотности теплового потока. В пояснительном 
втором блоке введена относительная толщина стенки 8г и показа
но, к чему приведет подстановка 8г в исходные формулы. Далее 
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оператор series выписывает разложение в ряд для плотности теп
лового потока q при 8Г — 0, т.е. для тонкой цилиндрической стен
ки. Наконец, делается обратная подстановка, чтобы вернуться к 
исходным переменным. 

Результат соответствует формуле (4.21) для плоской стен
ки. Таким образом, для тонкостенных ((8/r) << 1) труб в теплооб¬
менниках можно с некоторым приближением применять простые 
формулы теплопередачи для плоских стенок. 

Определенные сложности при расчетах по формуле (4.27) 
возникают, если температуры на поверхностях стенки заранее не¬
известны, в то время как они необходимы для расчета среднеинте-
грального значения Хт. 

Числовой пример 
Рассмотрим задачу о приборе с нагретой нитью, предна¬

значенном для измерения теплопроводности газов, например воз¬
духа (рис. 4.7). При проектировании такого прибора необходима 
строгая математическая модель, которую мы разработаем и реали¬
зуем в пакете Mathcad (рис. 4.8 - рис. 4.10). 

Рис. 4.6. Разложение для тонкой цилиндрической стенки 
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Рис. 4.7. Прибор для измерения коэффициента 
теплопроводности воздуха 

Задача формулируется следующим образом. Теплота от 
обогреваемой электрическим током платиновой нити радиусом r1  

передается механизмом теплопроводности через цилиндрический 
слой воздуха с наружным радиусом r2 к холодной стенке. При 
заданных температурах нити t1 и холодной стенки t2 требуется 
найти линейный тепловой поток qL и распределение температуры 
t(r) в слое воздуха. Коэффициент теплопроводности воздуха X(t) 
(и его зависимость от температуры) предполагается известной. 

Заметим, что при эксплуатации прибора будет решаться 
обратная задача, т.е. по измерениям теплового потока и темпера
тур потребуется найти теплопроводность исследуемого газа, за¬
полняющего цилиндрический зазор между нитью-нагревателем и 
массивным блоком, исполняющим роль термостата-
холодильника. Однако сейчас мы рассмотрим калибровку прибора 
на теплоносителе с известными свойствами. 

Подготовительная работа состоит во вводе информации о 
теплопроводности воздуха (рис. 4.8). Фрагмент таблицы стандарт¬
ных справочных данных используется, чтобы посредством встроен-
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ной в Mathcad функции linfit получить удобную для расчетов анали¬
тическую аппроксимацию для коэффициента теплопроводности. 
Пользовательская функция Xm предназначена для расчета среднеин-
тегрального значения в заданном интервале температур. 

X m ( 2 0 0 K , 3 0 0 K ) = 0 . 0 2 3 — W 
m - K 

Рис. 4.8. Аппроксимации 
для коэффициента теплопроводности воздуха 

Далее (рис. 4.9) по формуле (4.27) вычисляется значение ли
нейной плотности теплового потока qL. Полученная величина ис¬
пользуется при последующих расчетах распределения температуры. 
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Уравнение (4.26) записывается таким образом, что все члены 
переносятся в одну сторону: выражение eq должно обращаться в 
ноль. Нахождение корня этого уравнения, т.е. значения температуры 
T при текущем значении радиуса r, осуществляется посредством 
встроенной функции root. Для простого случая постоянного значе
ния коэффициента теплопроводности, X = Xmean = const, применяется 
явная формула (4.28), дающая логарифмическое распределение тем¬
пературы по радиусу цилиндрического слоя. 

r1 := 0 . 0 0 0 1 m 

T1 := 4 9 3 K 

r2 := 0 . 0 0 1 2 5 m 

T 2 := 2 9 3 K 

q , = 1 6 . 5 5 8 — W 
m 

X m e a n := X m ( T 1 > T 2 ) X m e a n = 0 . 0 3 3 J . ^ 

e q ( T , r ) := ( T 1 - T ) - q , • ( 1 inf —11 
L V 2 m ( T 1 , T ) Vr1 ) ) 

T X _ v a r ( r ) := r o o t ( e q ( T , r ) , T , T 1 , T 2 ) 

T X c o n s t ( r ) := T 1 - q L • 2 X 

V2^% m e a n 

• i n f r 11 
) 

Рис. 4.9. Формирование пользовательских функций 
для расчета температурного поля в цилиндрическом слое 

На завершающей стадии (рис. 4.10) результаты представ
ляются графически. Видно, что точное распределение, получен
ное с учетом зависимости X(T) (см. рис. 4.8), несколько отклоня
ется от логарифмической кривой. Это отклонение будет тем 
больше, чем сильнее температурная зависимость коэффициента 
теплопроводности. 

С целью улучшения наглядности температурных распре
делений, на диаграммах их привязывают к геометрическим объек
там. На графике (рис. 4.10) красным цветом показана нагретая 
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платиновая нить радиусом г\ и синим цветом - холодная стенка с 
радиусом Г2. Чтобы построить эти объекты на диаграмме, были 
введены две вспомогательные ступенчатые функции HotWall и 
ColdWall. 

r := r1 ,1 r1 + 
\ 2 0 

T m a x := T 1 + 2 0 K 

H o t W a l l ( r ) := i f ( 0 : 

0 5 10 4 0.001 0 . 0 0 1 5 

r , r , x , x 

Рис. 4.10. Распределение температуры в цилиндрическом слое 

< r < r 1 , T m a x , 0 ) 

• T m i n := T X _ c o n s t ( r 2 ) 

C o l d W a l l ( r ) i f ( r 2 < r , T m a x , 0 ) 

Когда говорят об одномерных температурных полях, то 
имеется в виду их математическое представление. В действи
тельности температурные поля всегда связаны с реальными трех
мерными объектами - элементами конструкций тепловых машин, 
теплопередающими стенками в теплообменниках и т.д. Можно 
добиться большей наглядности в изображении температурного 
поля, если учесть трехмерный характер реальных объектов 
(рис. 4.11), как в рассматриваемом примере о температурном поле 
в зазоре между нагретой платиновой нитью и цилиндрической 
холодной стенкой. 
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На подготовительном этапе построения полученное ранее 
одномерное распределение температуры T\ _ var(r) преобразуется в 
функцию двух пространственных (полярных) координат. Допол
нительно строятся две цилиндрические поверхности для изобра
жения горячей нити и холодной стенки. Результат представлен в 
виде трехмерной картинки распределения температуры вокруг 
раскаленной нити (рис. 4.11). 

x ( R ,ф) := R - c o s ( ф ) y ( R ,ф) := R-sin (ф) 

Рис. 4.11. Пространственное распределение температуры 
в цилиндрическом зазоре 

Большой информативностью обладают картины изотерм и 
векторных полей плотности теплового потока (рис. 4.12). Вблизи 
нагретой нити изотермы расположены очень часто, и это означает, 
что градиенты температуры велики и, следовательно, велики зна¬
чения плотности теплового потока. Векторы плотности потока 
нормальны к изотермам. Для построения этих диаграмм применя¬
ется встроенная функция CreateMesh (создание сетки). О техниче¬
ских деталях построений можно узнать подробнее из справочной 
системы Mathcad. 
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I S c a l e s : ^ п ^ к И Н ^ т И X 0 := 1 — 

X(T(X, Y ) - T o ) d 

q x ( X , Y ) := — - — - — T ( X , Y ) 
d X 

X ( T ( X , Y ) - T Q ) d 

q y ( X , Y ) := — — - — T ( X , Y ) 
X 0 d Y 

T := C r e a t e M e s h ( T , - 1 , 1 ,-1 , 1 , nx, ny) 

q x := ( C r e a t e M e s h ( q x ,-1 , 1 ,-1 , 1 , nx, n y ) o ) 2 

qy := ( C r e a t e M e s h ( q y ,-1 , 1 ,-1 , 1 , nx, n y ) o ) 2 

Рис. 4.12. Изотермы и векторное поле плотности теплового потока 
в цилиндрическом воздушном зазоре 

Важное замечание. В реальном приборе для измерения 
теплопроводности воздуха методом нагретой нити теплота пере¬
носится не только теплопроводностью, но и излучением. Мы со
знательно пренебрегли радиационной составляющей в приведен¬
ных выше вычислениях, поскольку темой раздела является тепло¬
проводность. 
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Однако реалистичная модель установки должна учитывать 
вклад излучения. Дополнения к вычислительной программе сводятся 
к вычислению суммарного теплового потока, который должен быть 
обеспечен Джоулевым тепловыделением в нагреваемой нити: 

Я-ЬЪ = Чь,% + qL.Radiation' 

^..Radiation = ™ ( T l ~ T 2 ) 

8 = 0,0001371 -0,0025; a=5,67 4 0 - 8 Вт / ( м 2 К 4 ) , 

где 8 - степень черноты платиновой нити, о - константа Стефана-
Больцмана, di - диаметр платиновой нити. Соответствующая моди
фикация программы может быть темой самостоятельной работы. 

Теплопередача через цилиндрическую стенку 
Формула (4.27) предназначена для расчета линейного теп¬

лового потока через цилиндрическую стенку, если заданы темпе¬
ратуры на ее внутренней t1 и внешней поверхностях: 

ЯЬ ; RL х = 1 in \ 
RLX 2•Х Т к 

где RL.X - линейное термическое сопротивление. 
Получим теперь расчетное соотношение для теплопереда

чи через цилиндрическую стенку, когда заданными считаются 
температуры теплоносителей tfi и tf2 и коэффициенты теплоот
дачи ai и а2 по обе стороны стенки, как это было сделано ранее в 
случае плоской стенки (см.(4.14)). 

Проблема состоит в вычислении линейного термического 
сопротивления теплоотдачи. Используя соотношение (4.25), свя
зывающее линейную qL и обычную q плотности теплового потока, 
получим на внутренней поверхности r1: 

q00=ОС1 [ r f 1 - T 1 , , . 
ЯЬ = q ( l ) • 2л • rx !> ЯЬ = О1 (tf 1 - 1 1 )-2n-

, (4.29) 

R L , a 1 
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где Rb,a - линейное термическое сопротивление теплоотдачи. Ана¬
логично вычисляется линейное сопротивление теплоотдачи на 
поверхности r2. 

Формула теплопередачи получается для последовательной 
цепи трех линейных термических сопротивлений, через которые 
проходит один и тот же линейный тепловой поток qL: 

_ J _ + _ J _ l n
 d 2 + _ J _ ' (430) 

a, rod 2лХ d a 2 %d2 

1 1 1 2 2 

Согласно (4.30), тепловой поток пропорционален темпера¬
турному напору, что выражают краткой формулой: 

q L = k L ^ ( t f 1 - tf 2 ) , (4.31) 

где kL - линейный коэффициент теплопередачи цилиндрической 
стенки: 

1 1 
k L 

RL,a1 + RL,X+ RL,a2 J _ + J _ l n ^ + J _ ' (4.32) 
a1d1 2Xm d1 a 

Линейные термические сопротивления для цилиндриче¬
ской задачи зависят от диаметра или соотношения диаметров, как 
это видно из формул (4.30), (4.32). Если зафиксировать внутрен
ний диаметр d1 цилиндрического слоя и проследить за изменени¬
ем qL при увеличении наружного диаметра d2 , то обнаружатся две 
противодействующие тенденции: уменьшение внешнего сопро
тивления теплоотдачи Rba2 против увеличения сопротивления ци
линдрического слоя RLX: 

d 2 t 1 , d in *2 
2 X m d 1 J 

При этом следует ожидать появления экстремума на зави¬
симости qL(d2). Соответствующее исследование проведено в 
Mathcad с помощью символьного процессора (рис. 4.13). Действи¬
тельно, обнаруживается максимум линейного потока qL при неко¬
тором критическом значении диаметра d2: 

d c r = 1 ^ . (4.33) 
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Как видно из определяющей формулы (4.33), dCI является 
параметром, зависящим только от теплопроводности X цилиндри
ческого слоя (которая полагалась постоянной в этих вычислениях) 
и интенсивности теплоотдачи на внешней стороне (от коэффици
ента теплоотдачи 02). 

q b( d 2) := 

a i - к -d^ 2-к -X 

l f i tf2 

1 1 
+ • -ln 

С d 2 ^ 1 

qT (d 2) = 0 solve -— d c r := 

dd 2

 4
 A> а 2 1 j a 2 | 

Рис. 4.13. Анализ функции qbidi) на экстремум 

Иллюстрацией зависимости qh(d2) служат график на рис. 
4.14, где представлен случай di<dcr, когда линейный поток сначала 
возрастает при d i <d2 <dcr , достигает максимума при d2 = dC T и 
только затем начинает уменьшаться с ростом наружного диаметра 
d2 и толщины цилиндрического слоя (d2 - d i ) / 2. 

Понятие критического диаметра цилиндрического слоя 
имеет важное приложение в практике теплоизоляции трубопрово
дов. Для трубы с наружным диаметром d i , на поверхность кото¬
рой предполагается наносить слой изоляционного материала, сле¬
дует проверить, выполняется ли условие dcr < di , иначе тепловые 
потери только увеличатся, как на рис. 4.14. Установка такой «теп
лоизоляции» будет инженерной ошибкой. 
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l t f l := lOO^HtQ := - З И dj := 0 . 0 Я a 1 := 1000 

2-X 
a2 := 10 X := 1 d c r := d c r = 0.2 

a 2 

0 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 

d2 

Рис. 4.14. Максимум на кривой qb(di) 

4.6. Сферическая стенка 

Аналитическое решение 
Запишем уравнение баланса (4.18) для сферического слоя 

F = 4nr2 без внутренних источников (qv = 0): 
q(r) - 4я - r2 = q(r1) - 4п- r1

2 = Q = const. (4.З4) 

Полный тепловой поток Q, Вт, распространяющийся в ра
диальном направлении, является постоянной величиной, не зави
сящей от радиуса r. 

Выражая плотность теплового потока q(r) через градиент 
температуры в соответствии с (4.16) и принимая во внимание за
висимость коэффициента теплопроводности от температуры, 
X = 1(f), приведем уравнение (4.З4) к следующей форме с разде¬
ленными переменными: 
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X(t )d t = - — d r

r ; Q = const. 

Интегрируя левую и правую часть в согласованных преде
лах и учитывая, что на поверхности r = r поставлено граничное 
условие первого рода 

t (r = п) = t1, 

получим: 
t(r) 

Г x( t ) - d t = - — f ^ 

t ( r ) 

f X(t) - dt 

tlr)-t 1 ) 
t lr)-1 1 ) 4% ^ r r 1 j 

(4.З5) 

В квадратных скобках записано среднеинтегральное зна¬
чение коэффициента теплопроводности Xm в интервале темпера
тур t ^ t ( r ) , т.е. в «текущем» слое r ^ r . Поэтому уравнение (4.З5) 
дает неявное выражение для распределения температуры t(r). 

Q 
4%X m 

1 
(4.З6) 

Как разрешить уравнение относительно t(r) в случае, когда 
температурная зависимость X(t) существенна, показано ранее в 
вычислительном примере для цилиндрического слоя с перемен¬
ным коэффициентом теплопроводности (рис. 4.8 - рис. 4.10). Если 
же X = const, то, согласно (4.З6), температура в сферическом слое 
изменяется по гиперболическому закону 1/r. 

Интегрирование в полных пределах Г1-Г2, ^ - ^ 2 приводит к 
следующему основному расчетному соотношению для теплового 
потока через сферическую стенку: 

t -12 

4%-Xm 

At_ 1 
4%-Xm 

1 1 
(4.З7) 
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где Rs - термическое сопротивление сферической стенки. Средне
интегральное значение Хш коэффициента теплопроводности в ин
тервале температур (ft, fc) определяется формулой (4.22). 

Замечательным свойством решения (4.37) для сферы явля
ется конечное, не равное нулю значение теплового потока Q для 
слоя бесконечной толщины, r 2 да, t2 —К»: 

Q = J \ \ ; => А - <h = ~ ( 1 " ' » ) . ( 4 3 8 )  1 1 4щ2 r1

 v ' (4.38) 

Получается, что термическое сопротивление бесконечного 
сферического слоя с внутренним радиусом r1 такое же, как для 
условной плоской стенки толщиной r 1 . 

Предельное соотношение (4.38) для теплопереноса от 
твердой сферы в неподвижную окружающую среду (жидкость или 
газ) с коэффициентом теплопроводности Хш можно интерпретиро
вать как процесс теплоотдачи и ввести соответствующий коэффи
циент теплоотдачи: 

ф)'а-2Х- ~ т1 - N u - 1 <«9) 

V 1 да / 1 ш 

Безразмерное представление коэффициента теплоотдачи 
называется числом Нуссельта. Итак, для сферы в неподвижной 
среде Nu = 2. 

Если поместить сферу с поддерживаемой на постоянном 
уровне температурой t1 в бесконечную среду с теплопроводностью 
X и температурой t», то по прошествии некоторого времени уста
новится стационарное состояние, описываемое уравнениями 
(4.38). Распределение температуры вокруг сферы будет опреде
ляться уравнением (4.36), которое в случае X = const имеет вид 
(рис. 4.15): 

0 , Ш ^ * ; R Г , 1 . 

I r 1 У 
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Рис. 4.15. Стационарное температурное поле 
вокруг изотермической сферы 

Здесь возникает видимый парадокс: теплота постоянно 
подводится к неподвижной окружающей среде, а температура в 
окрестности сферы не изменяется. Разрешение этого парадокса 
мы оставляем как предмет для самостоятельного анализа. Отме
тим, что для плоской и цилиндрической задач не существует ста
ционарного решения при аналогичной постановке задачи. 

Теплопередача через сферическую стенку 
Формула (4.37) предназначена для расчета теплового пото

ка Q, Вт, через сферическую стенку, если заданы температуры на 
ее внутренней t\ и внешней поверхностях: 

Q 
R 

RS (4.40) 
' 2 J 

Чаще приходится рассчитывать теплопередачу через стен¬
ку сферического контейнера, когда заданными считаются темпе-

\24 



ратуры теплоносителей t/i и tfi и коэффициенты теплоотдачи ai и 
Ob по обе стороны стенки. 

Используя уравнение теплового баланса (4.34) и уравнение 
Ньютона-Рихмана, выпишем выражения теплового потока на 
внутренней и внешней поверхностях контейнера: 

q(ri) • 4щ = q(r2) • 4nr2 = Q; 

, (tf i - t i ) • 4щ2 = a 2 (t2 - tf i ) • 47ir2

2 = Q; 

Q =(tf i - t i ) = (tf i - t i ) . 

(4.4i) 

Q 

a 24ЛГ 2 

где Rs,a - термическое сопротивление теплоотдачи на сферической 
поверхности. 

Формула теплопередачи получается для последовательной 
цепи трех термических сопротивлений (см. (4.40) и (4.4i)), через 
которые проходит один и тот же тепловой поток Q: 

Q 
lfi ' f 2 

R S , a i + R S ,X + R S ,a 2 

(4.42) 

' 2 J a 24nr2 

4.7. Теплопередача через стенки различной формы 

Уравнения для расчета теплопередачи через плоскую стен
ку (формула (4.i4), рис. 4.3), цилиндрическую (4.30) и сфериче
скую (4.42) стенки можно записать в обобщенном виде: 
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Q 1 5 1 1 
+ — + 

a 1 F 1 Xm Fn 

цилиндрическая стенка: 

плоская стенка: Fm = Fi = F2 = F; (4.43) 

сферическая стенка Fm =JF~F\~-

где F 1 и F 2 - площади внутренней и наружной поверхностей стен
ки, Fm - средняя расчетная поверхность стенки. 

Расчетные соотношения (4.43) применяют также для при
ближенных оценок теплопередачи через стенки другой, более 
сложной геометрии, не включенной в приведенный перечень. 
Предварительно следует решить вопрос об отнесении нестандарт
ной формы к тому или иному геометрическому типу. Например, 
толстостенный прямоугольный контейнер с тремя примерно рав¬
ными размерами следует считать шаровой стенкой, а толстостен¬
ную трубу квадратного поперечного сечения рассматривать как 
цилиндрическую стенку. Если же требования к точности резуль¬
татов высоки, то следует провести расчеты многомерных темпе¬
ратурных полей в математических пакетах, таких как ANSYS 
или COMSOL. 

Анализируя формулу теплопередачи (4.43), мы замечаем, 
что конвективное сопротивление (1/aF) уменьшается с увеличе
нием поверхности теплосъема F. Можно искусственно «развить» 
поверхность посредством оребрения (рис. 4.16), которое устанав¬
ливается на лимитирующей стороне поверхности теплопередачи, 
т.е. там, где коэффициент теплоотдачи наименьший, например, со 
стороны газа (с температурой t f на рис. 4.16) в теплообменниках 
типа «жидкость-газ». 

4.8. Интенсификация теплопередачи 
посредством оребрения 
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Рис. 4.16. Оребренная поверхность теплопередачи: 
5 - толщина ребра; L - длина ребра (размер по осих); 

b - ширина ребра (размер по оси z) 

Простейшая расчетная модель оребренной поверхности 
теплопередачи представлена последовательной схемой включения 
термических сопротивлений: 

• теплоотдачи на неоребренной стороне поверхности; 
• теплопроводности; 
• эффективной теплоотдачи на оребренной стороне: 

tf1 ^ 

V a 1 F Q 

Q 
t 1 t 2 

f 1 Q •0 

5 1 

Q 

Q 

t 2 tf 2 

f 1 ^ 
V a 2 effFQ J 

Q f 2 (4.44) 

z 

У 
x 

Q = 1 5 1 1 = 1 5 1 F q 

+ + — + — + 
a 1 F Q X m F Q a 2 e f F 0 a 1 X m a 2 e f 

Мы свели задачу с оребренной поверхностью к некоторой 
эквивалентной схеме с гладкой основной поверхностью FQ, но, 
как мы надеемся, с увеличенным эффективным значением коэф
фициента теплоотдачи a2ef, благодаря увеличению поверхности 
теплосъема посредством оребрения. Покажем, что ожидаемое 
увеличение действительно имеет место. 
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Эффективная теплоотдача на оребренной поверхности рас
считывается следующим образом: 

Q = а 2 ^ 2 -tf2 )Ffree + а 2 ( 2

 - ff2 )Ffin Е => а 2 e f F Q ( 2 - tf2 ) ; 

с в о б о д н а я часть оребрение 

a 2 e f = а 2 
free . f i n 

FQ FQ 

a 2 ( ( 2 - ff 2 ) F f i n E _ 

a 2 ( 2 - tf 2 ) F f n 

реальный теплосъем 
теплосъем со "сверхпроводящего" ребра 

(4.45) 

где Ffree - часть поверхности FQ, не занятая основаниями ре
бер, Ffm - поверхность ребер, E - коэффициент эффективности 
ребра, E < 1. 

Введение коэффициента эффективности E учитывает то об
стоятельство, что избыточная температура ребра (по отношению к 
окружающей жидкости) уменьшается по его высоте, отсчитывае
мой от основания ребра (рис. 4.16), следствием чего является и 
уменьшение теплосъема с его поверхности. Предел E — 1 получа
ется для идеального, «сверхтеплопроводного» ребра, температура 
которого остается постоянной (равной температуре основания t2) по 
всей высоте. 

Величина 
F + F 

F (4.46) 

называется коэффициентом оребрения и показывает, во 
сколько раз увеличивается поверхность теплосъема при установке 
оребрения. Степень «развития» поверхности может достигать 
тридцатикратного значения. 

Из (4.44) следует, что предельная степень увеличения a2ef 

равна коэффициенту оребрения (4.46), если коэффициент эффек¬
тивности E близок к предельному значению, E — 1. 
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F, 
a2 

= a 2 

• a2 

free 

F0 

Ffin 

F0 

a2 

F + F 
1 f r e e ^ 1 fin 

F 

(4.47) 

Итак, теплопередача через оребренную стенку рассчитыва
ется по формулам: 

Q-

a 2 e f = a 2 
free + Ffin E a 2 e f = a 2 E 

tf 1 " tf 2 tf1 " tf 2 

1 + 5 1 + 1 =T~ 5 1 
i i 

a 1 F 0 
X

 m

 F 0 a 

2effF0 a 1 m a 2 e f f 

F 0 . 
(4.48) 

Относительно коэффициента эффективности E можно 
предполагать, что его значение зависит от теплопроводности ма
териала ребра, геометрии, интенсивности теплоотдачи поверхно
сти. Для плоских ребер, как на рис. 4.16, справедлива следующая 
расчетная формула: 

tanh(mL) 
mL m 

a (25 + 2b) ^ / О У 

X 5 b X 5 
5«fe 

(4.49) 

Это соотношение будет результатом решения в следую
щем параграфе классической задачи теплопроводности вдоль 
стержня постоянного сечения. 

4.9. Теплопроводность вдоль ребра 

Представление о стержне как геометрическом объекте 
(рис. 4.17) содержит по умолчанию соотношение размеров: 

т.е. длина стержня L (вдоль оси x на рис. 4.17) полагается 
существенно большей его характерного поперечного размера 8. 
Задано поперечное сечение f м 2 , через которое распространяется 
тепловой поток вдоль стержня, и периметр сечения и, м, по кото¬
рому происходит теплоотдача в окружающую среду. Параметры 
f, и постоянны по длине. 
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Температура левого торца стержня (х = 0) поддерживается 
равной to, температура среды tf и коэффициент теплоотдачи а на 
поверхности стержня постоянны по длине. Для определенности 
принято t0 > tf (рис. 4.17). 

Из списка теплофизических параметров материала стержня 
для рассматриваемой стационарной задачи актуальна теплопро
водность X, Вт/(м К). 

Ясно, что вследствие теплоотвода с боковой поверхности 
температура стержня будет убывать вдоль x, пока - при достаточ
ной длине L - практически не сравняется с температурой окружа
ющей среды. При построении математической модели мы намере
ваемся имитировать теплосъем с поверхности посредством внут¬
реннего стока тепла, поэтому на рис. 4.17 внутри элементарного 
контрольного объема f dx) изображена «черная дыра». 

Предметом расчета является распределение температуры 
по длине стержня и тепловой поток, отдаваемый с поверхности в 
окружающую среду: 

t( x) = ? &( x) = t( x) - tf = ? 

& В г = ? 

Начнем с простых оценок порядка величин. Тепловой поток 
вдоль стержня определяется, в соответствии с законом теплопровод¬
ности Фурье, продольным градиентом температуры (рис. 4.17): 

5 

Рис. 4.17. Теплопроводность вдоль стержня 
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Q « А 9 n = 'n - tf 

Этот тепловой поток снимается с поверхности стержня по
средством теплоотдачи под действием температурного напора 
порядка (to - tf): 

Q «а{tn - tf ) (L• u) = a 9 n ( L • u). 

Приравнивая правые части этих оценочных выражений, 
получают: 

АД f « a 9 n ( L • u) => ^ - L « 1 ; 

— = 5 0 ; 

u 
B l : 

au t 2  — L 2 

: _ A _ = 1 / a ; J 

L 1 

So V B i ' (4.50) 

Величина 8n является характерным поперечным размером 
стержня. Для круглого сечения 8о есть четверть диаметра, а для 
плоского ребра на рис. 4.16 - примерно половина толщины. 

Важным результатом (см. (4.50)) является формирование 
безразмерного параметра Bl - числа Био, задающего соотношение 
внутреннего термического сопротивления теплопроводности и 
внешнего термического сопротивления теплоотдачи. 

Видно, что характерная длина стержня, на которой «сраба
тывается» весь располагаемый температурный перепад (to - tf), 
обратна корню из числа Био. Таким образом, указанное в начале 
параграфа характерное соотношение размеров в модели тепло¬
проводности стержня, L >>80, имеет место при малых числах Био. 
Далее, используя это условие, получают следующее отношение 
характерных температурных перепадов: 

( , \ taxis tsurf 
tsurf-tfr—бпГ ^ 

t - 1 S (4.51) 
1 axis lsurf a o 

— « — = B l , 
tsurf - tf A 
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т.е. при малых Био температура слабо изменяется по поперечному 
сечению стержня и может быть принята примерно постоянной в 
данном сечении. Результатом этой оценки является идея применить 
одномерную модель теплопроводности стержня, учитывающую 
только продольные, вдоль оси x, изменения температуры: t(x). 

Для стационарной одномерной задачи (рис. 4.17) диффе
ренциальное уравнение теплопроводности записывается следую¬
щим образом: 

0 д(.д t( x) Л 
0 = + — • ( 4 5 2 ) 

4 „ ' Внутреннее (4.52) 
Подвод теплоты тепловыделение 

к единичному контрольному объему 
посредством теплопроводности 

Вообще говоря, мощность внутренних источников qv ха
рактеризует скорость объемного тепловыделения (при ядерной 
или химической реакции, при прохождении электрического тока). 
Однако далее мы используем источник теплоты (с обозначением 
qv+) для имитации теплоподвода через боковую поверхность 
стержня: 

9s \ u d x ) = q y + • (f d x ) = > qy+ = q s f • ( 4 5 3 ) 
Теплоподвод через Имитация посредством 

боковую поверхность источника 

где f - поперечное сечение, u - периметр сечения, по которому 
происходит теплообмен на боковой поверхности, q s - плотность 
теплового потока на боковой поверхности. 

Величина qs определяется уравнением Ньютона-Рихмана, и 
для qv+ получим: 

q y + = q s f ^ q y + = a ( t f ~ t ( x ) ) у ' (4.54) 

где a - коэффициент теплоотдачи на боковой поверхности, 
tf - температура окружающей среды. (Поскольку мы рассчитыва¬
ем теплоподвод к стержню, то в качестве температурного напора 
взята разность (tf - t(x)), как будто температура среды больше 
температуры стержня). 
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С учетом выражения (4.54) для qv+, дифференциальное 
уравнение теплопроводности записывается в следующем виде: 

0 . ( / " ) ? (4.55) 

Полагая коэффициент теплопроводности постоянной ве
личиной, получим для избыточной температуры 0: 

2 f l 

fl ) = ) -

2 f l 0 

= F - = const. 
(4.56) 

На левом торце стержня x = 0 (в основании ребра) задается 
температура to (т.е. ставится граничное условие Дирихле). На пра
вом торце (x = L) теплоотвод в окружающую среду будет прене
брежимо мал - по сравнению с теплосъемом с боковой поверхно
сти длинного ребра (L u »f); поэтому ставится условие Неймана с 
нулевым тепловым потоком (нулевым градиентом температуры). 
Соответственно сказанному формулируются краевые условия: 

Э(x = 0) = 9o = to - tf; 
d3(x) 

dx 

dt (x) 

x=L dx 
0. (4.57) 

x=L 

Решение линейного однородного дифференциального урав
нения с постоянными коэффициентами (4.56) найти несложно. Кор¬
нями характеристического многочлена этого уравнения будут два 
различных действительных числа (± m), поэтому общее решение 
строится как суперпозиция функций вида exp (± m x). С учетом кра
евых условий, получим следующее распределение избыточной 
температуры в (см. рис. 4.18) по длине стержня (ребра): 

« ) = ) - fl c o s h ( m ( L - x ) ) 
1 cosh(mL) ' «О = 0 (4.58) 

Тепловой поток Q, снимаемый с поверхности, согласно 
тепловому балансу, равен тепловому потоку, проходящему через 
основание стержня (ребра) при x = 0: 

( .dd(x)\ 

dx \ х = 0 

) • fl 0fic~Th ( ) . (4.59) 
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Рис. 4.18. Распределения температуры вдоль стержня (ребра) 
при различных значениях параметра т. Коэффициент эффективности 

как функция приведенной длины mL 

Коэффициент эффективности, по определению, вычис¬
ляется как: 

floV^h ( ) 
— => 

j> о( ) « о( ) 
Гипотетический максимальный 

теплосъем с поверхности (4.60) 
изотермического ребра 

h ( ) 
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Для плоского прямоугольного ребра (рис. 4.16) геометри
ческие параметры и коэффициент m выражаются следующим об
разом: 

а (2б+2Ь) 
X 8Ь «Ь 

(4.61) 

Распределение температуры по длине ребра (4.58) пред
ставлено графически (рис. 4.18) при различных значениях пара
метра m (4.56), являющегося мерой интенсивности теплоотвода с 
поверхности в окружающую среду. При больших значениях m 
температура ребра быстро убывает и сравнивается с температурой 
окружающей среды. Другими словами, большая часть поверхно¬
сти ребра не участвует в теплообмене. Бесполезными оказывают
ся затраты на изготовление излишне длинных ребер. Они неэф-

Из этого обсуждения следует, что должна быть поставлена 
задача оптимального проектирования оребрения (см. следующий 
параграф). 

Заметим, что в конце этого параграфа мы сделали акцент 
на одном, технически наиболее важном, приложении теории теп¬
лопроводности вдоль стержня, а именно, оребрении поверхности 
с целью интенсификации теплопередачи. Существуют и другие 
приложения. Например, при тепловых измерениях возникает 
ошибка из-за подвода / отвода тепла по элементам конструкции 
температурного зонда. Расчетной моделью может быть рис. 4.17, 
где стержень представляет зонд с датчиком температуры (спаем 
термопары, терморезистором) на правом торце. Тогда формула 
(4.58), записанная для (x = L), 

дает соотношение между истинной, подлежащей измерению тем¬
пературой жидкости tf, действительно измеренным значением t(L) 
и дополнительно контролируемым значением to. Разность темпе
ратур (t(L) - tf) определяет систематическую ошибку измерения. 

фективны, о чем свидетельствует и график E(mL). 

t(L) - tf = ( 
1 

cosh(mL) 
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Температурные поля в стержневых и ребристых дистан-
ционирующих и обеспечивающих жесткость элементах конструк
ций, а также в различных оболочках, в случаях, когда выполняют
ся соотношения: 

» б; Bi = ^ « 1 , 

также принадлежат к рассмотренному в данном параграфе 
кругу задач. Обобщение теории на нестационарные задачи, пере
менные значения параметров, таких как поперечное сечение f и 
т.п., см. в гл. 7. 

Метод осреднения 
Более строгий способ вывода уравнения теплопроводности 

вдоль стержня (см. (4.55), (4.56)), позволяющий оценить принима
емые допущения, основывается на методе осреднения. Рассмот¬
рим плоское бесконечное (по линии контакта со стенкой, вдоль 
координаты z) ребро (рис. 4.16). Полагая x продольной, а у попе
речной (то толщине ребра 8) координатой, выпишем точное урав
нение теплопроводности для стационарной двухмерной задачи без 
внутренних источников тепла, а также граничные условия на бо¬
ковой поверхности (у = 8/2) и на осевой линии (условие симмет
рии при у = 0; координата у отсчитывается от середины ребра): 

2 2 

Н + 5 - 0 ; 

б / 2 ) ) ; ( 4 . 6 2 ) 

Очевидно, нельзя просто пренебречь в ДУ теплопроводно¬
сти (4.62) второй производной по у, основываясь на оценке (4.51). 
Это привело бы к линейному распределению температуры по 
длине x, как для совсем другой задачи - о теплопроводности через 
плоскую стенку (см. п. 4.1). Эффект теплосъема с боковой поверх¬
ности оказался бы полностью проигнорированным. 

t(, у) 
ду У=3/2 

t(, У) 
ду У=0 

136 



Вместо этого, усредним ДУ теплопроводности по попе¬
речному сечению ребра (т.е. проинтегрируем по у в полных пре¬
делах 0 + 8/2): 

•'о / : - ( -
, ) = 0; 

, ) (4.63) 

) 
= 1 г/ 

= б/2 J 0 

) 

Операция с первым интегралом проведена по правилу 
дифференцирования интеграла по параметру, в качестве которо¬
го здесь выступает x. Второй интеграл вычисляется непосред¬
ственно. Интегрирование по толщине ребра дает среднюю темпе¬
ратуру по сечению ребра. 

Завершим вычисления (4.63), применяя граничные условия 
(4.62) на боковой поверхности (у = 8) и на оси (у = 0) для вычис¬
ления производной dt/dy: 

2 

= 0; (4.64) 

(толщина ребра 8 принимается постоянной величиной). 
Благодаря осреднению, удалось исключить независимую 

переменную у (т.е. понизить размерность задачи), сохранив при 
этом - в среднем (!) - эффекты поперечного теплового потока и 
теплосъема с боковой поверхности. 

Результат с точностью до обозначений совпадает с полу¬
ченным ранее уравнением (4.56). Мы видим теперь, что темпера¬
тура стержня t(x) есть среднеинтегральное значение по сечению 
стержня и что температура поверхности принимается равной это¬
му среднему значению. Мерой справедливости принятого при¬
ближения является малость числа Био. 
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4.10. Оптимизация оребрения 

При проектировании стремятся обеспечить заданный теп-
лосъем (тепловой поток Q) при минимальной массе оребрения. 
Это означает экономию металла, меньший вес и габариты, что 
особенно важно для мобильных устройств. Другой формулиров¬
кой этой же задачи будет обеспечение максимального теплового 
потока при фиксированной массе (металлоемкости) оребрения; 
тогда целевой функцией оптимизации является тепловой поток Q. 

На практике добавляются определенные ограничения, свя
занные с технологичностью конструкции, ее прочностью и т.п. 
Например, толщина ребра не должна быть меньше некоторого 
минимума 8min, оцениваемого несколькими десятыми долями мил¬
лиметра, иначе вероятны повреждения при эксплуатации. 

В число варьируемых проектных параметров входят 
прежде всего геометрические параметры ребра L, 8. Поскольку 
масса и ширина ребра фиксированы, фактически остается один 
варьируемый параметр, например, длина ребра L . 

Краткой формулировкой задачи оптимизации будет: 

Целевая функция: Q — max 
Варьируемый проектный параметр: L 
Ограничения: 
b = const (ширина ребра фиксирована) 
L-5 = Mass = const (масса ребра фиксирована) 
8 > 8min 

Алгоритм поиска несложен. Необходимо исследовать за¬
висимость Q(L), имея в виду, что увеличение длины L автомати¬
чески ведет к уменьшению толщины 8 из-за постоянства металло¬
емкости ребра (ограничения Mass = const). Если обнаружится 
максимум, то следует зафиксировать его положение обычными 
способами поиска экстремума. 

Вычисления в Mathcad показаны на рис. 4.19 - рис. 4.21. 
Видно, что оптимум существует: зависимость теплового потока от 
длины ребра имеет максимум. Положение максимума следующее: 
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(4.65) 
( m L ) = 1.42; 
V >opt ' 

E o p t = 0.63 ' 

Характерное распределение температуры вдоль оптималь¬
ного ребра показано на рис. 4.20 и рис. 4.21. Видно, что по длине 
ребра «срабатывается» примерно половина полного температур¬
ного напора. 

Изменение оптимальных размеров ребра в зависимости от 
интенсивности теплоотдачи а можно проследить, сопоставляя 
рис. 4.20 (свободная конвекция) и рис. 4.21 (вынужденная конвек¬
ция, установка вентилятора). 

Оптимизация оребрения 

b := 1 0 0 0 m m 

W а := 10 

M a s s 

m 2 K 

L 0 - 5 0 

L 0 := 5 0 m m 

T 0 := 3 5 0 K 

5 0 := 0.5 m m 

T f := 3 0 0 K 

Q M ( L x ) 

E M ( L x ) 

5 <-

M a s s 

M a s s 

2.5 x 10 5 m 2 

L x 

u <- 2-b + 2-5 

f <- b-5 

m f i n 

Q <- ( T 0 - T f ) - Va-u- (X- f )- t a n h ( m f i n - L x ) 

5 <-
M a s s 

X := 110 
W 

m - K 

L x 

u <- 2-b + 2-5 

f <- b-5 

d Q M ( L x ) := d — Q M ( L x 

m fin 

E ^ 

X- f 

tanh ( m fin - L x ) 

m f i n - L x 

Рис. 4.19. Расчет теплового потока и коэффициента эффективности 
в зависимости от длины ребра при фиксированной металлоемкости Mass 
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V o p t := r o o t ( d Q M ( X ) , X , 1 m m , 2 0 0 m m ) L o p t = 6 5 . 1 6 3 

M a s s 

5 o p t L o p t 

E o p t : = E M ( L o p t ) 

5 o p t -

E o p t 

0 . 3 8 4 - m m 

0 . 6 2 7 

Q M ( L o p t ) = 4 0 . 8 6 1 W 

a = 1 0 -

m 2 - K 

- W 

X = 1 1 0 
m - K 

- W 

-(2 - b + 2 - 5 o p t )  
m o p t : = J X - ( b - 5 o t) m o p t 

c o s h [ m o p t - ( L o p t - x)J 

2 1 . 7 7 4 
m o p t - L o p t 1 . 4 1 9 

0 ( x ) := 
c o s h ( m o p t - L o p t ) 

0.8 

1 1 1 

0.6 
0 (x) 

0.4 

0.2 

0 i i i 
0.2 

0 
0 0 . 0 2 0 . 0 4 0 . 0 6 

x 

Рис. 4.20. Поиск оптимума для латунного ребра 
в режиме свободной конвекции воздуха 

1 

m 
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V o p t := root ( d Q M ( X ) , X , 1 m m , 2 0 0 m m ) L o p t = 3 0 . 2 3 5 

M a s s 

5 o p t Lopt 

E o p t : = E M ( L o p t ) 

0.827 - m m 5 o p t 

E o p t = 0 . 6 2 7 

Q M ( L o p t ) = 1 8 9 . 7 1 6 W 

a = 100 

m 2 - K 

- W 

X = 110 

m o p t X - ( b - 5 ) m o p t 

c o s h [ m o p t - ( L o p t - x ) ] 

4 6. 912 — 
m 

m o p t - L o p t 

0 (x) := 
c o s h ( m o p t - L o p t ) 

m - K 
- W 

1.418 

0.8 

1 1 

0.6 
0 (x) 

0.4 

0.2 

0 i i 0 
0 0.01 0.02 

x 

0.03 

Рис. 4.21. Поиск оптимума для латунного ребра 
в режиме вынужденной конвекции воздуха 

Список варьируемых проектных параметров может быть 
расширен. Ясно, например, что при охлаждении в режиме свобод¬
ной конвекции слишком тесное расположение ребер приведет к 
уменьшению коэффициента теплоотдачи, так как движение охла
ждающего воздуха в зазоре между ребрами будет затруднено. По
этому следует включить в указанный список шаг оребрения. Уве
личение числа варьируемых параметров приводит к многомерным 
задачам оптимизации, анализ которых составляют предмет спе¬
циального раздела прикладной математики. 

1 
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Глава 5. НЕСТАЦИОНАРНАЯ ТЕПЛОПРОВОДНОСТЬ: 
АНАЛИТИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ 

5.1. Введение 

Для оптимального управления пусковыми и переходными 
(т.е. нестационарными) режимами энергетических или теплотех-
нологических установок необходимо рассчитывать нестационар¬
ные температурные поля в элементах машин и оборудования. 
Прогнозирование температурного поля позволяет избежать недо¬
пустимого повышения температуры или возникновения слишком 
больших перепадов температуры. Характерным примером служит 
управление пуском мощной паровой турбины на тепловой элек¬
тростанции. Естественное стремление оперативно ввести резерв
ную энергетическую мощность наталкивается на ограничения -
могут произойти недопустимые изменения осевых зазоров в про¬
точной части турбины из-за неодинакового расширения или воз¬
никнуть недопустимые температурные напряжения в массивных 
деталях ротора и статора турбины. 

Нестационарные задачи теплопроводности, связанные с 
расчетом времени нагрева или охлаждения различных объектов, 
оценкой скорости выравнивания температуры, определением ко¬
личества аккумулируемой или отдаваемой теплоты, часто возни¬
кают в различных теплотехнологических процессах, при термиче¬
ской обработке материалов и т.д. 

Математические модели для этого круга задач представ
ляются дифференциальными уравнениями в частных производ
ных, в отличие от ранее рассмотренных (гл. 4) более простых од
номерных стационарных задач, описываемых обыкновенными 
дифференциальным уравнениями. В данной главе предметом ана¬
лиза будут классические нестационарные линейные задачи теории 
теплопроводности для тел простой геометрии, допускающие ана¬
литические решения. 

Напомним физическое содержание дифференциального 
уравнения теплопроводности (5.1), выведенного ранее в гл. 2 
(рис. 5.1): 
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— =-d iv ( -Agrad + v . (5.1) 
Увеличение во времени теплосодержания единичного кон

трольного объема dV (левая часть уравнения (5.1)) происходит 
благодаря 

• внутреннему тепловыделению qv и 
• подводу тепла посредством теплопроводности через 

границы контрольного объема (оператор div q, где плотность теп
лового потока определяется законом Фурье q = -A grad t). 

Коэффициенты уравнения (5.1), а именно, теплофизиче-
ские свойства (теплопроводность A, Вт/(м К), удельная теплоем
кость Cp, Дж/(кг K) и плотность р, кг/м 3), а также мощность внут
ренних источников теплоты qv, Вт/м 3, могут зависеть от темпера
туры, а также быть явными функциями координат и времени. Од
нако при решении основных, классических задач курса их пола¬
гают постоянными величинами, и тогда уравнение теплопровод¬
ности записывается следующим образом: 

где a - коэффициент температуропроводности, v 2 = д - оператор 
Лапласа, в декартовых координатах: 

Рис. 5.1. Теплопроводность 

— = a V 2 t + — ; a = , 
d T p C p p c p 

(5.2) 
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5.2. Пластина 

Рассмотрим процесс охлаждения пластины, первоначально 
нагретой до температуры to, в среде с постоянной температурой 
tf < to и при заданной постоянной интенсивности теплоотдачи (а) 
на поверхности (рис. 5.2). Начальное распределение to и условия 
охлаждения симметричны относительно средней плоскости пла¬
стины. Благодаря этому, распределения температуры в последу
ющие различные моменты времени т также останутся симметрич
ными относительно оси. Ясно, что процесс охлаждения завершит¬
ся установлением температуры на уровне окружающей среды. 

Нестационарное температурное поле пластины будет од
номерным, изменяющимся по ее толщине (по координате x, как на 
рис. 5.2), если 

• пластина тонкая и, следовательно, можно пренебречь 
теплоотводом с ее торцов; 

• условия охлаждения (tf , а) постоянны вдоль поверхно¬
стей пластины; 

• начальное распределение равномерное или, по крайней 
мере, одномерное, изменяющееся только вдоль координаты x. 

25 

Рис. 5.2. Охлаждение пластины 
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При постановке задачи задают теплофизические свойства 
материала: коэффициент теплопроводности X, плотность р, удель
ную теплоемкость с, которые полагаются постоянными величи
нами. Единственным геометрическим параметром задачи является 
толщина пластины (28). 

Результатом решения будет некоторое конкретное выра
жение для температурного поля пластины: 

t = t ( х,т; to, tf, X, р, Cp, 8, а), 

где t - температура, зависимая переменная, функция независимых 
переменных - координаты х и времени т. Решение зависит также 
от параметров, перечисленных в списке. 

Математическая формулировка задачи 
Дифференциальное уравнение теплопроводности (5.2) для 

плоской одномерной нестационарной задачи без внутренних ис¬
точников теплоты и с постоянными физическими параметрами 
записывается следующим образом: 

д£ _ дЧ_ 
дт дх2 = я - Т Т . (5.3) 

Благодаря симметрии, достаточно рассмотреть половину 
пластины, например, правую, заменив отброшенную левую поло¬
вину формулировкой условия симметрии в виде граничного усло¬
вия второго рода с нулевым тепловым потоком: 

д t\ 
дх 

0 . (5.4) 

Эту формулировку называют также условием адиабатич-
ности поверхности. Для симметричной задачи центральная плос¬
кость является, очевидно, адиабатической. 

На правой поверхности (х = 8) пластины происходит теп
ловое взаимодействие со средой, которое мы опишем граничным 
условием третьего рода: 

д А 
дх 

а\t(х _ 8,т) - tf). (5.5) 

В этом соотношении приравнены значения плотности теп¬
лового потока, 

х _0 
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• подводимого изнутри тела к поверхности посредством 
теплопроводности и вычисляемого по закону Фурье (левая часть); 

• отводимого в окружающую среду и вычисляемого по 
уравнению Ньютона-Рихмана (правая часть). 

Начальное условие задает распределение температуры по 
толщине пластины для нулевого момента времени; в данном слу¬
чае это равномерное распределение: 

t(х,т _ 0) _ t 0. (5.6) 

Дифференциальное уравнение в частных производных 
(5.3) и краевые условия (5.4), (5.5) и (5.6) составляют математиче¬
ское описание задачи об охлаждении пластины. Эти же уравнения 
описывают нагревание пластины, если задать температуру среды 
более высокой, чем начальная температура пластины. 

Оценки порядка величин 
Когда некоторая величина, например, координата х, ме

няется в конкретной задаче в пределах 0 — 8, говорят, что она 
порядка 8 и записывают: О(х) = 8 (order of value, англ.) или ко
ротко х ~ 8. 

Температуру в рассматриваемой задаче удобно отсчиты
вать от уровня окружающей среды и называть избыточной темпе¬
ратурой: 

$(х,т) = t(х,т) - tf; $0 _ t0 - tf. (5.7) 

Очевидно, избыточная температура изменяется в пределах 
0 - $0. 

Таким образом, в задаче об охлаждении пластины коорди¬
ната и избыточная температура есть величины порядка: 

х ~ 8; 0 ~ . (5.8) 

При оценке производной записывают отношение полного 
изменения функции к соответствующему интервалу изменения 
аргумента. Например, нам понадобится в дальнейшем оценка 
производной по пространственной координате: 

( 5 . 9 ) 
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Условием применимости такой оценки является монотон
ность изменения функции на заданном интервале. (Поэтому, если 
бы рассматривалась периодическая функция, то следовало бы раз
делить амплитуду на период изменения аргумента, но не на пол
ный интервал наблюдения, который может составлять десятки и 
сотни периодов). 

Иногда функция заметно изменяется на ограниченном от
резке, а затем остается почти постоянной, как это бывает при 
асимптотическом стремлении к стационарному состоянию. В та
ком случае следует взять отношение полного изменения функции 
к интервалу быстрого изменения. С такой ситуаций мы имеем де¬
ло при оценке временной производной в левой части дифферен¬
циального уравнения теплопроводности (5.3): 

Tr ~ v ( 5 . 1 0 ) 

Здесь то - оценочное время установления теплового равно¬
весия, неизвестная величина, которую мы надеемся определить из 
анализа дифференциального уравнения теплопроводности (5.3). 
Но это не тот очень большой промежуток времени, формально 
бесконечно большой, в течение которого избыточная температура 
будет асимптотически приближаться к нулевому значению. 

Вторую производную оценивают как производную от пер¬
вой производной: 

а 2 з _ [ d x ) ^ а 2 »~_Эо (5.11) 
dx2 дх 8 дх2 8 2 ' 

Подставляя (5.10), (5.11) в (5.3), получают дифференци
альное уравнение теплопроводности в символах порядка величин: 

— = я — ; => — ~ я - 0 - (5.12) 
dr dx2 Ч 8 2 

откуда следует оценка времени остывания пластины: 

Т 0 ~ — . (5.13) 
я 
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Это замечательный результат: без решения сложной задачи 
интегрирования дифференциального уравнения в частных произ
водных (5.3), а только с помощью элементарных операций полу
чена приближенная оценка времени остывания в зависимости от 
размера пластины (8) и свойств материала (коэффициента темпе
ратуропроводности a). 

Соотношению (5.13) может быть придан более общий 
смысл. Это оценка времени то, в течение которого затухают (ре-
лаксируют) температурные возмущения с масштабом простран¬
ственной неоднородности 8. Мы видим, что мелкомасштабные 
неоднородности затухают существенно быстрее, чем крупномас
штабные. Исходя из физического содержания дифференциально
го уравнения теплопроводности, это объясняется большими зна
копеременными значениями градиента температуры для мелко¬
масштабных возмущений и, следовательно, большими значения¬
ми тепловых потоков, выравнивающих температурные неравно¬
мерности. 

Важная информация получается из оценок граничного 
условия третьего рода (5.5) на поверхности пластины: 

. t(x = 0 , т ) - t ( x = 8,т) / . o s \ , „ s 
8 ^ a ' ( t ( x = 8 , т ) - t f ) . (5.14) 

Заменяя обозначения температур более наглядными, с ин
дексами centre (центр пластины) и surface (поверхность пластины) 
и перегруппируя члены в (5.14), получим соотношение: 

8 

Centre - Surface « 8 _ X 

Surface t f X _L 
a 

Bi, (5.15) 

согласно которому отношение перепада температур внутри 
пластины к перепаду снаружи определяется новым безразмерным 
параметром - числом Био Bi, равным отношению характерных 
термических сопротивлений: внутреннего сопротивления тепло¬
проводности (8/А) к внешнему сопротивлению теплоотдачи (1/а). 

Рассматривая совместно оценки для дифференциального 
уравнения (см. (5.12)) и для граничного условия (5.15), нетрудно 
видеть, что полученное значение для то (см. (5.13)) справедливо, 
если Bi ~ 1 или Bi >> 1. 
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В предельном случае Bi << 1 следует применить соотно
шение (5.15) для перепада температуры по толщине пластины и 
скорректировать соответствующим образом оценку второй произ¬
водной в (5.11). Полезно провести дальнейшие выкладки в каче¬
стве самостоятельного упражнения. 

Подробнее о влиянии безразмерного параметра Bi см. 
пункт «Асимптотический анализ решения». 

Математическое описание в безразмерной форме 
Для координаты x полутолщина пластины 8 служит есте¬

ственным масштабом, с помощью которого получают нормиро¬
ванную, безразмерную координату X: 

X _ x ; 0 < X < 1. (5.16) 
8 

Для температуры сначала выбирают специальную точку 
отсчета - температуру окружающей среды и вводят избыточную 
температуру 

S(X,T) _ t(x,т) - tf, (5.17) 

а затем нормируют эту величину, относя ее к максимальному пе¬
репаду: 

» о _ t 0 - t f . (5.18) 

В результате получается безразмерная избыточная темпе¬
ратура: 

®_A^. (5.19) 

Для независимой переменной - времени - нет непосред¬
ственно заданного характерного масштаба, как это имеет место 
для пространственной координаты (8) или для избыточной темпе¬
ратуры (80). Однако такой масштаб диктуется дифференциальным 
уравнением теплопроводности при его приведении к безразмер¬
ному виду. 

Произведем замену переменных в (5.3) по формулам 
(5.16), (5.19): 
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$0d 
v s 0 J 
5т 

^ д 2 '_Э_ 

J x Л 
д\- u x 

8 

д© 

^8 2 ^ 

a 

д© 

д 2© 

дХ 2 ' 

д 2© 
f я 2 Л 

a 
V J 

дХ2 

(5.20) 

Ясно, что оставшиеся размерными значения времени т, сек, 
и постоянной 82/a, сек, должны быть скомбинированы с образо
ванием безразмерного времени, называемого числом Фурье Fo: 

f 8 2 Л 

a 
V J 

(5.21) 

Величина 82/a, сек, является «внутренним» масштабом 
времени, не заданным непосредственно в списке определяющих 
параметров, но получающимся при анализе математической фор¬
мулировки задачи. 

Полезно сопоставить этот результат с соотношением 
(5.13), полученным при оценках порядка величин. 

Завершая преобразования (5.20) подстановкой (5.21), диф¬
ференциальное уравнение теплопроводности для задачи об охла¬
ждении пластины представляют в виде: 

д© = д 2 ©  

5FO д Х 2 
(5.22) 

Граничное условие симметрии (5.4) перепишется в безраз¬
мерной форме как 

д© 

X=0 
(5.23) 

д 

X 

0 
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Граничное условие (5.5) на поверхности пластины преоб
разуется следующим образом: 

-х-
5д\ 

Хд& 
'~5~ддх 

0 " 

X=1 

а© ( X = 1,Fo) 

3(x = 5, т) 

(5.24) 

X=1 

д© 
дХ х = 1 

<5 
©( X = 1,Fo). 

8 0 

Размерные величины а, 8 и X составляют безразмерный 
комплекс - число Био Bi, уже полученный нами ранее при оценке 
порядка величин (см. (5.15)): 

5 

B i = Y " T (5 25) 
а 

Число Био является заданным безразмерным параметром и 
характеризует отношение внутреннего термического сопротивле
ния теплопроводности (8/X) к внешнему термическому сопротив
лению теплоотдачи (1/а). 

Подчеркнем, что параметр Bi появляется при анализе гра
ничного условия третьего рода, физическое содержание которого 
раскрыто выше в комментарии к уравнению (5.5). Безразмерная 
форма граничного условия (5.5), как следует из (5.24) и (5.25), 
есть 

- | © = Bi •© (X = 1,Fo) . (5.26) 
д Л X=1 

Начальное условие (5.6) в безразмерной виде записывается 
следующим образом: 

© ( X ,Fo = 0) = 1 . (5.27) 

Соберем вместе безразмерные соотношения, составляю¬
щие математическое описание задачи об охлаждении пластины: 
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Дифференциальное уравнение теплопроводности: 
д® _ д2®  
SFo дХ2 

Граничное условие симметрии на центральной 
плоскости пластины: 

д® 
дХ 

:0 
X _0 

Граничное условие третьего рода на поверхности: 
д® 
дХ 

(5.28) 

_ Bi-®(X _ 1,Fo) 

Начальное условие: 
® (X ,Fo _ 0) _ 1 . 

Из (5.28) следует: 
®_®(Х,Fo; Bi); 

1 > ® > 0 ; 0 < X <1; Fo > 0;. 
0 < Bi < да 

Для сравнения запишем перечень размерных переменных и 
параметров, основываясь на исходной (размерной) формулировке 
задачи (см. уравнения (5.3) - (5.6)): 

t - tf = t (x, т; t0 - tf, X , pep , 5, a). 
Видно, что операции приведения к безразмерному виду 

(нормирование) позволили сократить список параметров. Соглас
но системе (5.28), безразмерная избыточная температура © есть 
функция от безразмерных независимых переменных: координаты 
X и времени Fo, а также единственного безразмерного параметра -
числа Bi, т.е. всего трех безразмерных величин - вместо семи в 
размерной формулировке. Далее мы получим конкретное пред¬
ставление решения системы (5.28). Но уже сейчас следует под¬
черкнуть важность проделанной предварительной работы. Неис¬
черпаемое многообразие реальных объектов - пластин различной 
толщины (5) с различными свойствами (X, p, Cp), охлаждаемых при 
различных условиях (a) - сведено к однопараметрической задаче 
(5.28). Можно представить себе некоторую «обобщенную» пла
стину единичной полутолщины (0 < X < 1) со стандартными 
свойствами (с единичной температуропроводностью), скорость 
охлаждения которой определяется единственным параметром -
безразмерным коэффициентом теплоотдачи (числом Bi). 
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Приведение к безразмерному виду, или обобщенное пред¬
ставление - широко используемый в тепломассообмене метод, 
дополнительную информацию о котором можно получить в гл. 11 
п. «Методы подобия и размерностей». 

Решение методом разделения переменных 
Решение линейного однородного дифференциального 

уравнения в частных производных (5.28) можно искать в виде 
произведения двух функций, каждая из которых зависит только от 
одной независимой переменной: 

®(X,Fo) _ Т ( X ) - Ф ( F o ) . (5.29) 

При подстановке предполагаемого решения (5.29) в диф¬
ференциальное уравнение (5.22) получают: 

Т(X)ФFo(Fo) _Ф(Тч))ТXX(X) , (5.30) 

где символьные индексы означают дифференцирование по време¬
ни Fo (в левой части) и двукратное дифференцирование по коор¬
динате X. Поделив обе части (5.30) на произведение *РФ, получа
ют следующее уравнение с разделенными переменными: 

ФFo(Fo) _ ТXX (X ) 
Ф (Fo) Т ( X ) (5.31) 

Поскольку левая часть уравнения (5.31) зависит только от 
переменной Fo, а правая часть - только от X, то равенство обеих 
частей возможно, только если каждая из них есть константа: 

ФFo(Fo) ТXX (X ) _ , 
-6 Ф (Fo) Т ( X ) ' ( 5 . 3 2 ) 

которую мы обозначили как существенно отрицательную 
величину ( - е 2), поскольку избыточная температура в задаче об 
охлаждении (нагревании) пластины убывает, стремясь к нулю. 

Соотношение (5.32) с разделенными переменными можно 
записать как два обыкновенных дифференциальных уравнения: 

Ф F o ( F o ) _ 6 2 _ Ф ( F o ) _ 6 2 , 

Ф (Fo) 

У XX (X 
Т (X ) 

• _ - 6 ФFo(Fo) _ - 6 2 Ф(Fo); (5.33) 

Т Х Х ( Х ) _ - 6 2 ТXX (X ) _ - 6 2 Т ( X ) . (5.34) 
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Таким образом, исходное уравнение в частных производ
ных (5.22) расщепляется на два обыкновенных дифференциаль¬
ных уравнения: (5.33) - относительно времени Fo и (5.34) - отно¬
сительно координаты X. 

Оба уравнения классифицируются как линейные однород
ные с постоянными коэффициентами. Решения таких уравнений 
отыскивают, составляя характеристическое уравнение, соответ¬
ственно для (5.33): 

k1 _ - 6 2 k0 =>k _ - 6 2 (5.35) 

и для (5.34): 

k 2 _ - 6 2 k 0 => k 1 2 _±б7-1. (5.36) 

Согласно известному правилу, если корни действительные, 
то решения - это экспоненты, а если мнимые - то синусы и коси¬
нусы. Для дифференциального уравнения (5.33) получают: 

Ф ^ ) _ qexrX-6 2 • Fo), (5.37) 

а для (5.34): 

Т ( X ) _ C 2 cos(еХ) + C 3 s in(еХ). (5.38) 

Подстановка в (5.29) дает решение исходного дифферен¬
циального уравнения в частных производных (5.22): 

0 ( Х ,Fo) _ (C 2 cos (еХ) + C 3 sin (еХ)) • (C1 exp(-e2 • Fo)). (5.39) 

Произвольные константы интегрирования С и е должны быть 
найдены при подстановке решений (5.39) в выражения для краевых 
условий. Заметим, что благодаря линейности дифференциального 
уравнения (5.22) сумма решений вида (5.39) с различными наборами 
произвольных пока констант также будет решением (5.22). Это про
явление принципа суперпозиции для линейных систем. 

Определение констант интегрирования 

Условие симметрии 
Можно избежать формальных подстановок, сразу заметив, 

что для представления симметричного решения, т.е. для четной 
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функции ©, нечетные функции sin не годятся. Поэтому должно 
быть С3 = 0; объединяя константы С и С2, получим: 

0 ( X , F o ) _ cos(бХ) exp ( -6 2 • F o ) . (5.40) 

Граничное условие третьего рода на поверхности 
Подстановка решения (5.40) в граничное условие (5.26) 

приводит к следующему результату: 

A • 6 • sin (б) • exp(-62 • Fo) _ Bi • A • cos (б) • exp(-62 • Fo) == 

= > 6 ^ sin (б) _ Bi • cos (б) 

или 

Bi _ c t g ( 6 ) 
(5.41) 

Получившееся трансцендентное уравнение определяет 
собственные числа е как функцию от числового параметра Bi 
(числа Био). Графически решение представлено на рис. 5.3. 

и 

5 

Рис. 5.3. Решение трансцендентного уравнения (5.41) 
для определения собственных чисел задачи 
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Имеется бесконечное множество значений е, удовлетворя
ющих уравнению (5.41). Мы пронумеруем их индексами i , 
i = 1 -f- да в порядке возрастания: 

6 1 < 62 < 63 < 6 4 < ... . (5.42) 

В предельных случаях Bi — 0 и Bi — да последовательно¬
сти чисел е будут такими (см. построения на рис. 5.3): 

1 2 3 4 5 6 
Bi — 0 0 п 2п 3п 4п 5п 

Bi — да п /2 3п /2 5п /2 7п /2 9п /2 11п /2 

Численное решение (5.41) для определения е с необходи¬
мой для практических расчетов точностью приведено ниже 
(см. рис. 5.7). 

Итак, на данном этапе получен набор решений 

0 i (X,Fo) _ A t • cos ( е Д ) • exp(-е,.2 • Fo), (5.43) 

удовлетворяющих дифференциальному уравнению и граничным 
условиям. Значения констант е определяются уравнением (5.41). 
Константы A остаются пока неопределенными величинами. 

Начальное условие 
Равномерное распределение температуры, заданное 

начальным условием (5.27) для момента времени, не может быть 
удовлетворено никаким отдельно взятым косинусоидальным ре¬
шением вида (5.43) (за исключением асимптотического случая 
Bi — 0, см. ниже). Однако можно воспользоваться суперпозицией 
решений (5.43) для начального момента времени Fo = 0 и постро¬
ить разложение начального распределения (5.27), т.е. единичной 
функции в нашей задаче, в ряд Фурье на отрезке 0 - 1: 

да 

0(X , Fo _ 0) _ 1 _ £ At • cos ( е X ) . (5.44) 

Поясним, что экспоненциальные множители exp(- е2

г- Fo) в 
(5.43) обращаются в 1 при Fo = 0. 
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Коэффициенты разложения Фурье A. легко определя¬
ются благодаря свойству ортогональности системы функций 
cos^ X), т.е.: 

J cos (6 m X)cos ( 6 n X ) d X 
_ 0 if m Ф n 

Ф 0 if m _ n 
(5.45) 

Это свойство нетрудно проверить в пакете Mathcad в ре¬
жиме символьных вычислений (аналитических преобразований), 
как показано на рис. 5.4. Подстановки (substitute) взяты из уравне
ния (5.41). 

Рис.5.4. Ортогональность функций: иллюстрация в Mathcad 

Для вычисления коэффициента A с заданным номером m 
необходимо умножить обе части (5.44) на c o s ^ X) и проинтегри¬
ровать: 

1 да 1 

J Ъ cos ( 6 m X )dX _ £ A J cos ( 6 m X )• cos (6 i X )dX == 
0 1 i_ 1 0 1 (5.46) 

= J1^ cos ( 6 m X ~)dX _ Am J cos (6 mX )• cos ( 6 m X ~)dX. 

0 0 

Мы сохранили множитель «1» в левой части с целью пока¬
зать, что при другом (но по-прежнему симметричном) начальном 
распределении температуры на этом месте будет располагаться 
соответствующая, не обязательно единичная функция. 

0 
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Благодаря свойству ортогональности (5.45), все члены ряда 
в правой части (5.46) с номерами i Ф m обращаются в ноль, и для 
коэффициентов Am получается следующая формула: 

j b cos (6 m X )dX 
0  

1 
J cos (6 m X) • cos (6 m X) dX 

2sin(6m) 
m 

+ sin(6m )cos(6m ) 

(5.47) 

Эти выкладки продублированы в пакете Mathcad в режиме 
символьных (аналитических) преобразований, как показано на 
рис. 5.5. 

c o s 6 m x ) dx 

c o s ( 6 m x ) c o s ( 6 m x ) dx 

Рис. 5.5. Вычисление коэффициентов A в Mathcad 

A m 

0 

0 

-1 

0 

Результаты решения 
Окончательно, решение задачи об охлаждении пластины 

представляется соотношениями: 

да 

0(Х, Fo; Bi) _ £ A • cos (6,-X) • exp(-6,-2 • Fo); 
,_1 

A 2 s i n ( 6 , ) ; (5.48) 
6i + sin(6,-) cos(62-)' 

Как организовать вычисления по этим формулам, показано 
в Mathcad-программе на рис. 5.7. Собственные числа задачи пред
ставлены как функция i) от числа Био и номера i . Решение 
уравнения (5.41) производится посредством встроенной функции 
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root, два последних аргумента которой задают левую и правую 
границы отрезка, где отыскивается корень. Далее вычисляются 
коэффициенты A и безразмерная избыточная температура ©. В 
список аргументов функции © включено число удерживаемых в 
разложении членов ряда Nser. Это важный параметр при практи
ческих расчетах. При малых значениях числа Fo, т.е. безразмерно¬
го времени охлаждения, сходимость ряда очень медленная. 

Поэтому могут потребоваться десятки членов ряда, чтобы 
обеспечить нужную точность. Возможно, лучшим решением в 
этом случае будет переход к специальным, асимптотическим ре¬
шениям. 

Рис. 5.6. Mathcad-программа для расчета температурного поля 
при охлаждении (нагревании) пластины (аналитическое решение) 

В справочных пособиях приводятся таблицы собственных 
чисел е, чтобы упростить «ручные» вычисления температурного 
поля пластины. Фрагмент Mathcad-программы на рис. 5.7 показы¬
вает, как можно построить такую или еще более подробную таб¬
лицу с помощью функции еф^гЧ) из фрагмента программы на 
рис. 5.6. 

© ( X , F o , B i , N s e r ) -

6 ( B i , N ) -
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B i o t : _ (0.00001 0.01 0.1 1 10 100 да) N :_ 6 

E p s : _ 6 ( B i o t , N) 

e p s : _ stack ( E p s / , E p s 2
T , E p s 3

T , E p s 4
T , E p s 5

T , E p s 6
T 

6_table:_ augment(Biot , e p s ) 

B 3 

6_table = 

O R I G I N : _ 0 

0 1 2 3 4 5 

0 1 1 0 - 5 3.16210 - 3 3.142 6.283 9.425 12.566 

1 0.01 0.1 3.145 6.285 9.426 12.567 

2 0.1 0.311 3.173 6.299 9.435 12.574 

3 1 0.86 3.426 6.437 9.529 12.645 

4 10 1.429 4.306 7.228 10.2 13.214 

5 100 1.555 4.666 7.776 10.887 13.998 

6 1 10 3 0 7 1.571 4.712 7.854 10.996 14.137 

Рис. 5.7. Вычисление и табличное представление собственных чисел 
для задачи об охлаждении пластины 

(столбец с номером 0 - значения числа Био, 
столбцы с номерами 1..5 - числа EI, £2, £ з . . . ) 

Результаты расчета температурного поля пластины по ана¬
литическим решениям (5.48) при значении параметра Био, равном 
1, показаны на рис. 5.8 как серия распределений по толщине пла¬
стины для различных моментов времени. Отметим ряд важных 
особенностей решения. 

Видно, что почти полное охлаждение и выравнивание тем¬
пературы потребовало промежутка времени в несколько единиц 
числа Fo - безразмерного времени. Соответствующее физическое 
время (в единицах времени, например, секундах) можно получить 
из формулы (5.21). 

На начальной стадии (при Fo = 0.01 на рис. 5.8) охлажде¬
ние затронуло только узкую приповерхностную зону, называемую 
температурным пограничным слоем, а в центральной части тем¬
пература осталась еще неизменной (единичной в безразмерном 
выражение, или равной ft в градусах стоградусной шкалы). Только 
по прошествии времени Fo ~ 0.1 утолщающиеся пограничные 
слои смыкаются в центре и охлаждение становится заметным по 
всей толщине пластины. 
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Скорость охлаждения убывает со временем, что объясня
ется уменьшением перепада температур, под действием которого 
теплота отводится в окружающую среду. 

Перепады температур внутри пластины «середина пласти
ны - поверхность» и снаружи «поверхность - окружающая среда» 
соизмеримы, что определяется значением параметра Био: Bi = 1 
(см. соотношения (5.15)). 

о 1 1 1 1 1 

-1 - 0 . 5 0 0.5 1 

Fo = 0.01 
Fo = 0.1 
Fo = 0.2 
Fo = 0.3 
Fo =1 
Fo = 2 
Fo = 3 

Рис. 5.8. Нестационарное температурное поле пластины при Bi = 1 

Асимптотический анализ решения 

Поведение решения при больших Bi 

Пользуясь Mathcad-программой (рис. 5.6), мы можем про
вести математический эксперимент, чтобы исследовать влияние 
параметра Bi на процесс охлаждения (нагревания) пластины. 

Результаты расчета при больших значениях числа Био, 
Bi >> 1 показаны на рис. 5.9. Главная непосредственно наблюдае¬
мая особенность температурного поля - резкое падение темпера¬
туры поверхности до температуры окружающей среды в самом 
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начале процесса охлаждения и затем постепенное остывание се
редины пластины. 

Объяснение этого эффекта дается ранее полученным соот
ношением (5.15). При больших Bi внутреннее термическое сопро
тивление теплопроводности 8/X намного больше внешнего 1/а, 
поэтому и перепад температуры внутри пластины намного больше 
разности температур между поверхностью и окружающей средой. 
В таких случаях говорят об остывании термически толстых объ
ектов. Образом этой задачи может быть остывание очень толстой 
бетонной стены (толщина 8 велика, теплопроводность X мала) при 
интенсивном внешнем охлаждении в скоростном потоке среды 
(коэффициент теплоотдачи а велик). 

Так как при больших Bi (при относительно больших а) 
температура поверхности сразу становится равной самому низко¬
му значению - температуре охлаждающей среды, то достигается 
наибольшая возможная скорость охлаждения, которая определя¬
ется исключительно «внутренними» свойствами объекта: разме
ром (толщиной) пластины и ее теплофизическими свойствами. 

Bi = 100 

- 1 - 0 . 5 0 0.5 1 

Fo = 0.01 
Fo = 0.1 
Fo = 0.2 
Fo = 0.3 
Fo =1 
Fo = 2 
Fo = 3 

Рис. 5.9. Охлаждение пластины при больших Bi, Bi >> 1 
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Аналитическое представление для случая больших Bi по
лучают, подставляя предельные значения собственных чисел 8 
списка корней (рис. 5.3) в общие формулы (5.48). Выпишем ре
зультат, принимая дополнительно условие Fo > 0.3: 

Формула (5.49) служит теоретической основой экспери
ментального определения коэффициента температуропроводности 
методом регулярного режима. Перепишем ее в размерном виде, 
прологарифмируем и затем продифференцируем по времени: 

Результат формулируется следующим образом: относи¬
тельная скорость охлаждения пропорциональна коэффициенту 
температуропроводности a материала пластины. Относительную 
скорость охлаждения m (часто говорят, темп охлаждения) не¬
трудно определить в эксперименте, измеряя термопарой избыточ¬
ную температуру во времени. Подчеркнем, что такой эксперимент 
следует проводить, обеспечив соотношение Bi >> 1. 

Поведение решения при малых числах Био 
Результаты расчета по Mathcad-программе (рис. 5.6) при 

малых значениях числа Био, Bi << 1, показаны на рис. 5.10. Глав
ная особенность температурного поля - практически равномерное 
распределение температуры по толщине пластины для любого 
фиксированного момента времени. Кроме того, следует отметить 
большую длительность процесса охлаждения, измеряемого в еди¬
ницах безразмерного времени Fo. 

При малых Bi внутреннее термическое сопротивление 
теплопроводности 8/Х намного меньше внешнего 1/а, поэтому пе¬
репад температуры внутри пластины намного меньше разности 

(5.49) 

(5.50) 
1 д& (тс2 1 
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температур между поверхностью и окружающей средой (см. со¬
отношение (5.15)). В таких случаях говорят об остывании терми
чески тонких объектов. Подходящим примером является остыва
ние тонкой медной пластины (фольги) (толщина 8 мала, тепло
проводность X велика) в спокойной воздушной атмосфере (коэф
фициент теплоотдачи а мал). 

Поскольку при Bi << 1 внутреннее термическое сопротив¬
ление пренебрежимо мало, скорость охлаждения контролируется 
(относительно малыми) значениями коэффициента теплоотдачи. 

1 

0.5 

0 

- 1 - 0 . 5 0 0.5 1 

Fo = 0.01 
Fo = 1 
Fo = 2 
Fo = 3 
Fo = 5 
Fo = 10 
Fo = 20 

Рис. 5.10. Охлаждение пластины при малых Bi, Bi << 1 

Аналитическое представление для случая малых Био по¬
лучают, подставляя предельные значения собственных чисел 8 
списка корней (рис. 5.3) в общие формулы (5.48). Очевидно, ко¬
эффициенты Ai, начиная со второго, обращаются в ноль, а при вы¬
числении первого коэффициента возникает неопределенность, 
которая раскрывается как показывает фрагмент символьных вы¬
числений в Mathcad: 
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(5.51) 

В следующем блоке преобразуется характеристическое 
уравнение (5.41) с учетом Bi — 0, ei — 0: 

| s r t a n ( S l ) = B i ; r t a n ( S l ) s e r i e s , S 1 , 3 - > (5.52) 

где series - оператор Mathcad разложения в ряд вблизи ноля. В 
результате получаются асимптотические представления: 

Bi -> 0: Bi ; VBi , (5.53) 

а общие формулы (5.48) для температурного поля переписывают¬
ся следующим образом: 

©(X,Fo; B i ) | B i < < 1 = exp ( - B i • Fo); 

_ . _ а 8 a x а й Xx х 
Bi • Fo = —i 

У й 2
 X pc р й 2 

v а у 

(5.54) 

Таким образом, в пределе Bi — 0 скорость охлаждения пе
рестает зависеть от коэффициента теплопроводности материала, а 
определяется теплоемкостью, плотностью, размерами объекта и 
значением коэффициента теплоотдачи на его поверхности. 

Поведение решения при больших значениях времени 
Для каждого члена ряда (5.48) (см. также (5.43)) зависи¬

мость от времени определяется экспоненциальными множителями 
exp(- е2; Fo). При этом собственные числа е; образуют возрастаю
щую последовательность чисел (5.42). Следовательно, чем больше 
номер ; члена ряда, тем быстрее убывание во времени, как показа¬
но на рис. 5.11. 
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Рис. 5.11. Экспоненциальные множители 
для 1-го, 2-го, 3-го членов ряда (5.48) при Bi = 1 

С приемлемой для большинства инженерных расчетов точно
стью, можно сохранить в разложении только первый член ряда для 
больших значений времени Fo > 0.3 и записать вместо (5.48): 

©(X,Fo; B i ) | F o > 0 3 s 4 • cos( S l X) • exp ( -е / • Fo); 

A = 2sin(ei) ;  

1 ei + sin(ei)cos(ei^ ( 5 . 5 5 ) 

Получившееся простое предельное решение для больших 
значений времени характерно тем, что избыточная температура во 
всех точках пластины убывает во времени по единому экспонен
циальному закону © ~ exp(- e2

i Fo), а распределение по толщине 
пластины описывается косинусоидой © ~ cos(eiX) (рис. 5.8, кри
вые для Fo > 0.3). Простые формулы (5.55) находят важное при
менение как теоретическая основа для экспериментальных мето¬
дов измерения теплофизических свойств веществ (так называе¬
мый метод регулярного режима). 

Замечание о представлении решения в виде ряда 
Выше мы отметили тот факт, что собственные числа обра

зуют возрастающую последовательность (5.42) и что благодаря 
этому старшие по номеру члены ряда (5.48) затухают во времени 
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существенно быстрее, чем младшие (рис. 5.11). Однако физиче
ское содержание этого явления осталось необъясненным. 

Если зафиксировать момент времени (число Fo) в решении 
(5.48), то получится пространственное распределение температу
ры, записанное как сумма гармоник cos(e;X) с возрастающей про
странственной частотой ег-. Старшие по номеру члены ряда - это 
пространственные гармоники с увеличивающейся частотой и 
уменьшающейся длиной волны. 

Теперь можно переформулировать эффект затухания сле
дующим образом: мелкомасштабные пространственные неодно¬
родности температурного поля затухают во времени существенно 
быстрее чем крупномасштабные. Объяснение этому эффекту сле
дует искать в дифференциальном уравнении теплопроводности 
(5.3). Главный результат уже получен выше и выражен формулой 
(5.13), согласно которой время затухания (релаксации) пропорци¬
онально квадрату пространственного масштаба (см. также ком¬
ментарий к формуле (5.13)). 

Располагая вычислительной программой (рис. 5.6), можно по¬
экспериментировать с разложениями, содержащими различное число 
членов ряда, и проследить за поведением частных решений во времени. 

Fo := 0.001 

1.1 

®(X, F o , B i , 1) 1 . 0 5 

1 1 1 

: J" У х ; 
(=>(X, F o , B i , 2 ) /f\l\ ^ /\/\\ 
(=>(X, F o , B i , 3 ) 1 

1 , , , \ 

(=>(X, F o , B i , 1 0 ) 

0 . 9 5 

0 . 9 1 , , , \ 
-1 - 0 . 5 0 0 . 5 1 

X 

Рис. 5.12. Распределение температуры, рассчитанное по разложениям 
с одним, двумя, тремя и десятью членами ряда 

Результаты можно увидеть на рис. 5.12 
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5.3. Цилиндр 

Задача об охлаждении (нагревании) цилиндра (рис. 5.13) ре
шается аналогично тому, как это было сделано для пластины в пара
графе 5.2. Решение получается в виде бесконечного ряда, структура 
каждого члена которого такая же, как в соотношениях для пластины 
(5.48) - это произведение коэффициента разложения, функции коор
динат и экспоненциального временного фактора: 

©(R,Fo; Bi) = £ B j • J 0 )• exp(-|_i ;

2 • Fo); 
i=1 

B, 

}4_ 

2 J i (n , - ) 

(Jо2 (М,) + J i 2 ( М , ) ) ' 

J 0 ) 

(5.56) 

Bi Ji (М, У 
Однако функции от координаты (собственные функции) 

другие, а именно, функции Бесселя, или цилиндрические функции 
(рис. 5.14). 

Собственные числа задачи ц определяются уравнением, по
лучающимся из формулировки граничного условия третьего рода на 
поверхности цилиндра и представленном на рис. 5.15 графически. 

Рис. 5.13. Задача об охлаждении цилиндра 
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Рис. 5.14. Функции Бесселя первого рода нулевого (J0) 
и первого (J1) порядка от действительного аргумента 

Расчеты температурного поля проводятся по Mathcad-
программе (рис. 5.16), построенной на основе аналитического решения. 

Программа включает блоки для вычисления корней функ
ций Бесселя, которые являются предельными значениями для 
асимптотик Bi — 0 (zero_J0) и Bi — да (zero_J1) и задают интервал 
локализации для корней ц при конечных значениях числа Био. 

В последнем блоке программы формируется сумма членов 
ряда. Число удерживаемых членов ряда задается параметром Nser. 

Формирование таблицы собственных чисел представлено 
на рис. 5.17. 

10 

J0( ц ) 

J1( ц ) 

ц 

Bi 

-10 

1 

1 
0 5 10 

ц , ц , 0  

Рис. 5.15. Собственные числа для задачи об охлаждении цилиндра 

5 

0 

0 5 
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T O L := 10  

z e r o _ J 0 ( N ) 

6 
| C T O L : = 10 6 | O R I G I N : = 1 

for j e 1 .. N 

n 1 
z — — -(4j - 1) + 

4 2-л - (4- j - 1) 

z 0 j — r o o t ( J 0 ( z ) , z ) 

z 0 

z e r o _ J 1 ( N ) := z11 - 0 

z 0 - z e r o _ J 0 ( N ) 

if N = 1 

z 1 N — 0 

return z1 

for j e 2.. N 

z 1 j — r o o t ( J 1 ( z ) , z , z 0 j - 1 , z 0 j ) 

z1 

ц ( B i , N) 

' 2 . 4 0 5 ^ 

5 . 5 2 

8 . 6 5 4 
z e r o _ J 0 ( 6 ) = 

11 .792 

14.931 

v 18.071 j 

' 0 ^ 

3 . 8 3 2 

7 . 0 1 6 
z e r o _ J 1 ( 6 ) = 

1 0 . 1 7 3 

1 3 . 3 2 4 

v 16.471 j 

у — 1 0 - 1 2 

z 0 — z e r o _ J 0 ( N ) 

z1 — z e r o _ J 1 ( N ) 

for j e 1.. N 

f J 0 ( z ) z 
цi — rootl , z, z 1 j + у , z 0 : - у 

j ^ J 1 ( z ) Bi j j 

ц 

Рис. 5.16. Mathcad-программа для расчета температурного поля 
при охлаждении (нагревании) 

бесконечного цилиндра (аналитическое решение) 
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Biot := ( 0 . 0 0 1 0.01 0.1 1 10 1 0 0 1 0 0 0 ) 

Mu :=ц(Biot , N) 

m u := s t a c k ( M u 1
T , M u 2

T , M u 3
T , M u 4

T , M u 5
T , M u 6

T , 

N := 6 

u_table := a u g m e n t ( B i o t , m u ) 

B 3 O R I G I N := 0 

u_table = 

0 1 2 3 4 5 6 

0 1 1 0 -3 0.045 3.832 7.016 10.174 13.324 16.471 

1 0.01 0.141 3.834 7.017 10.174 13.324 16.471 

2 0.1 0.442 3.858 7.03 10.183 13.331 16.477 

3 1 1.256 4.079 7.156 10.271 13.398 16.531 

4 10 2.179 5.033 7.957 10.936 13.958 17.01 

5 100 2.381 5.465 8.568 11.675 14.783 17.893 

6 1 1 0 3 2.402 5.515 8.645 11.78 14.916 18.053 

Рис. 5.17. Вычисление и табличное представление собственных чисел 
для задачи об охлаждении бесконечного цилиндра (столбец с номером 
0 - значения числа Био, столбцы с номерами 1..6 - числа Ц1, Ц2, ц з . . . ) 

0.5 

0 

Bi = 1 N s e r := 10 

- 1 0 

F o = 0 . 0 1 

- F o = 0 . 3 

- Fo=1 

- F o = 3 

1 

Рис. 5.18. Распределение температуры по радиусу цилиндра 
для различных моментов времени (аналитическое решение) 

1 
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Распределение температуры по радиусу бесконечного ци¬
линдра (рис. 5.18) и во времени, вычисленное по программе на 
рис. 5.16, качественно аналогично распределениям для пластины. 
Результаты асимптотического анализа для больших значений чис¬
ла Fo, малых и больших чисел Био также полностью аналогичны 
полученным ранее для пластины. 

5.4. Задача о прогреве полуограниченного массива 

Полуограниченный массив (рис. 5.19) простирается в бес
конечность в положительном направлении оси x. Начальная тем
пература установлена на уровне £». 

На поверхности раздела x = 0 происходит внезапный кон
такт со средой, имеющей температуру ft. Предполагается, что бла¬
годаря интенсивному теплообмену температура поверхности мас¬
сива сразу устанавливается и поддерживается далее на уровне ft. 
Происходит постепенный прогрев массива на все большую глу¬
бину 8г(т), которую мы назовем толщиной температурного погра
ничного слоя. За пределами этого слоя температура тела остается 
на уровне £». 

t 

t 0 

Рис. 5.19. Задача о полуограниченном массиве 

Задача состоит в определении нестационарного одномер¬
ного температурного поля в полуограниченном массиве t(x, т). 
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Математическая формулировка задачи 
Примем в качестве искомой функции избыточную темпе

ратуру массива, отсчитанную от уровня £»: 

9( х, х) = t (х, х) - t x . 

Дифференциальное уравнение теплопроводности для од
номерной нестационарной задачи без внутренних источников 
теплоты и в предположении о постоянстве физических парамет
ров запишется в следующем виде: 

a s д 2 з 
~ д - = ( 5 . 5 7 ) 

где а - коэффициент температуропроводности. 
Начальное условие задает распределение температуры по 

глубине полуограниченного массива для нулевого момента вре¬
мени: 

S(X,T = 0) = t „ - 1 „ = 0. (5.58) 

На поверхности x = 0 ставится граничное условие первого 
рода 

S(x = 0,х) = to - t „ = » o . (5.59) 

На удалении от поверхности, за пределами температурного 
пограничного слоя избыточная температура остается нулевой: 

S( х ->«>, х) = t „ - 1 „ = 0. (5.60) 

Дифференциальное уравнение в частных производных 
(5.57), начальное (5.58) и граничные условия (5.59), (5.60) состав¬
ляют математическое описание задачи о прогреве полуограничен¬
ного массива. 

Решение методом оценки порядка величин 
Для дифференциального уравнения (5.57) оценки порядка 

производятся аналогично тому, как это делалось в задаче об 
охлаждении пластины (см. соотношения (5.8)-(5.12)): 

= a—-; => — ~ a ^ г . (5.61) 
д х дх2' х 5 T (х) 2 
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Отличие состоит в том, что обозначение 8т применяется 
теперь для толщины пограничного слоя - неизвестной заранее и 
изменяющейся во времени величины, а обозначение т - для теку¬
щего момента времени (времени прогрева на глубину 8T). 

Из (5.61) получаем для глубины прогрева: 

Ът (х)«л/ос. (5.62) 

Теперь можно оценить также плотность теплового потока 
на поверхности раздела: 

4w (х) = - У -
дх == 

х=+0 

„ (5.63) 
y v ' 8т(х) 0 Г Т ~ х 0 0 

^рс p 

Полученные оценки отражают основные закономерности 
прогрева массива. При полном решении далее будут получены 
конкретные числовые множители (порядка единицы) в формулах 
вида (5.62), (5.63), однако характер функциональных зависимо¬
стей останется таким же: 

• глубина прогрева увеличивается пропорционально кор
ню квадратному из времени; 

• тепловой поток qw пропорционален температурному пе¬
репаду 00; коэффициент пропорциональности между этими вели¬
чинами (тепловая проводимость) убывает обратно пропорцио¬
нально корню из времени: 

8 т ( х ) 4х 
(5.64) 

Согласно (5.63), при заданном перепаде температур 00 теп¬
ловой поток qw на поверхности раздела будет очень большим в 
начальный период (т—-0), когда время контакта и глубина прогре
ва еще невелики, а градиент температуры достигает очень 
больших значений. Другими словами, интенсивность теплоотвода 
внутрь массива будет очень большой, благодаря большой терми¬
ческой проводимости (5.64) тонкого пограничного слоя. 
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С определенными оговорками эти результаты можно при¬
менить для качественного анализа теплоотдачи при обтекании 
поверхностей, понимая теперь под «массивом» объем холодной 
жидкости, контактирующей с твердой горячей поверхностью про
тяженностью z (по вертикали на рис. 5.19). Если скорость движе
ния жидкости W высока, то время термического контакта, т.е. 
время «скольжения» вдоль z, 

z 

будет малым и интенсивность теплообмена - высокой. 
Можно также в общих чертах понять роль турбулентности, 

которая обеспечивает интенсивное перемешивание и, следова¬
тельно, обновление контактов между объемами жидкости с раз¬
личной температурой (между так называемыми турбулентными 
молями). Благодаря этому, возникают большие локальные гради
енты температуры и большие тепловые потоки, т.е. происходит 
интенсивный теплообмен. Если речь идет о массообмене, то такой 
же механизм обеспечивает интенсивный перенос массы компо¬
нентов смеси благодаря возникновению больших локальных гра¬
диентов концентрации. 

Оценка для аналогичной гидродинамической задачи 
Аналогичные результаты получаются для гидродинамиче¬

ской задачи о внезапном приведении в движение поверхностного 
слоя покоящейся жидкости. Величинами-аналогами в тепловой и 
гидродинамической задачах будут температура 0(x, т) и верти¬
кальная (вдоль вертикальной оси z) скорость w(x, т), температуро¬
проводность a и кинематическая вязкость жидкости v, плотность 
теплового потока q и напряжение трения (плотность потока им¬
пульса) s, толщина теплового пограничного слоя 8т и толщина 
динамического пограничного слоя 8. 

Рисунок (рис. 5.19) сохранится с точностью до обозначе¬
ний. Следует только представить себе, что вертикальный поверх¬
ностный (х = 0) слой жидкости внезапно приводится в движение с 
вертикальной скоростью W некоторым механизмом, например, 
вертикальной лентой транспортера. Затем все более глубокие слои 
жидкости будут ускоряться силой вязкого трения. 
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Уравнение движения жидкости для рассматриваемой зада
чи нетрудно вывести из формулировок второго закона механики и 
закона вязкого трения: 

д 
—[p(dx • dy • dz)- W(X,T)1 
дт > 

Импульс 

Скорость увеличения импульса 

дw( х,т) 
-ц- дх 

(dy • dz) + ц 
dw( х,т) 

дх 
(dy • dz) 

Сила трения на левой грани dy-dz Сила трения на правой грани dy-dz 

dw( х,т) 
дх 

dw( х,т) 

x+dx Разложение в ряд 
дх 

д 2 w( х,т) 
дх 2 

д 2 w 
дх 2 

Для дифференциального уравнения движения оценки по
рядка производятся аналогично тому, как это делалось в задаче о 
прогреве (см. соотношения (5.61)-(5.64)): 

д w _ д 2w; 

дт дх2 ' 

Отсюда следуют оценки толщины динамического слоя и 
напряжения трения на поверхности: 

8(т )« Vvx; 

дх 

w W 8(т) 

) => 
х _ + 0 

л/Г 

(5.65) 

Сопоставляя формулы (5.62), (5.65), получают соотноше¬
ние толщин гидродинамического и теплового пограничных слоев: 

8 
8т 

Pr. (5.66) 
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Отношение кинематической вязкости к температуропро
водности является безразмерным комплексом, носит название 
числа Прандтля и играет большую роль в теории конвективного 
теплообмена. 

Автомодельные переменные 
Подобно тому как в задаче о пластине вводилась безраз¬

мерная координата посредством отнесения к заранее заданному 
масштабу - толщине пластины, мы отнесем теперь координату к 
толщине теплового пограничного слоя - внутреннему масштабу, 
определившемуся при предварительном анализе задачи в преды¬
дущем параграфе: 

^"Нгт = Т1=. (5.67) 

Дополнительный множитель 2 несуществен с принципи
альной точки зрения; его введение связано с традицией и сообра
жениями удобства промежуточных вычислений. 

Безразмерная координата n показывает, в какой части по
граничного слоя находится выбранная точка. Например, значение 
П = 0,5 указывает, что точка находится в середине пограничного 
слоя (на расстоянии от стенки, равном половине толщины погра¬
ничного слоя). Естественно предположить, что в этой точке избы
точная температура будет иметь фиксированное значение, равное 
примерно половине от общего перепада 90, независимо от того, 
какова толщина пограничного слоя. Сказанное можно выразить 
короче: 

в К ) t со = @ \ \ @ (5 6 8 ) 

т.е. относительная (безразмерная) избыточная температура © есть 
функция одной - автомодельной - переменной т). 

Далее необходимо произвести замену переменных в диф¬
ференциальном уравнении (5.57). Если высказанное предположе¬
ние (5.68) о форме решения верно, то должно получиться обыкно¬
венное дифференциальное уравнение с единственной независимой 

177 



переменной т) вместо исходного уравнения в частных производ
ных с переменными х,т. Эти вычисления эффективно выполняют
ся в математическом пакете Maple. 

Решение в Maple 
Для дифференциального уравнения в частных производ

ных PDE (см. (5.69)) преобразования tr (transformation) задают 
выражения 

o старых независимых переменных х,т через новые: т и t = т; 
o старой зависимой переменной 9(х,т) как функции двух 

переменных через новую зависимую переменную ®(т|) как функ¬
цию одной автомодельной переменной. 

Функция Maple dchange проводит замены переменных, ре¬
зультатом которых является обыкновенное дифференциальное 
уравнение относительно ®(т|). Действительно, время t, содержа
щееся в явной форме в последнем уравнении блока (5.69)), сокра
щается, и остаются только переменные т и ®(т|). 

restart 

> with( PDEtools , dchange ) 
[dchange] 

д Л ( д 2 

ч д Г 6 ( х т ) J - a [ д х 

( д т ) (дх2 j (5.69) 

> PDE := j — 9(х, т) I - a \— 0(х, т) | = 0 

> tr := { х = г| 7 4 at, т = t, 9( х, т) = 0 (г|)} 

tr := { х = 2 л V at, т = t, 9( х, т) = 0 (г|)} 

> dchange(tr, PDE, params = a, simplify ) 

i 2 л ( л ) ) + [ $ 0 ( л ) ] = o 

4 t 

В блоке (5.70) отыскивается аналитическое решение для 
@(т|). Последовательность выражений bvp (boundary value problem, 
краевая задача) задает краевые условия (5.59), (5.60). Обыкновен
ное дифференциальное уравнение второго порядка deq для ®(т) 
решается аналитически с применением встроенной функции 
dsolve. 
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> bvp := ©(0) = 1, ©(аз) = 0 
bvp := ©(0) = 1, © ( а ) = 0 

> deq := (dh ©(Г ) 1 + 2 Г f" © ( Ц ) 
(5.70) 

deq := 2 ц 

> dsolve({ deq, bvp }, © ( r ) ) 
© ( ц ) = 1 - erf( r) 

Температурное поле в полуограниченном массиве выража
ется через функцию ошибок erf(n). Напомним, что автомодельная 
переменная т) связана с физическими переменными (x, т) соотно
шением (5.67). 

График решения (см. рис. 5.20) удобно рассматривать как 
распределение температуры по глубине массива для некоторого 
фиксированного момента времени. Решение асимптотически 
стремится к нулю, поэтому в качестве толщины температурного 
пограничного слоя условно принимают такое значение координа¬
ты, при котором перепад температуры внутри пограничного слоя 
составляет 99% от максимального значения. Соответствующие 
вычисления проведены в Mathcad (рис. 5.20). В размерном виде, 
привлекая (5.67), получают: 

Полезно сопоставить этот строгий количественный резуль
тат с полученной ранее оценкой (5.62). 

ц 9 9 = 2*1ат 
(5.71) 

ц 9 9 := гоы(©(ц) - 0 . 0 1 , ц , 1 , 5 ) ц 9 9 = 1 . 8 2 2 

© ( ц ) 0.5 -

Рис. 5.20. Решение о прогреве полуограниченного массива 
в автомодельных переменных 
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Температурное поле полуограниченного массива при 
заданном тепловом потоке на поверхности 

Математическое описание этой задачи задается следую
щими уравнениями: 

Дифференциальное уравнение теплопроводности: 

OS d2S 
= a—- (5.72) 

5т Ox 

Граничное условие второго рода на поверхности 

5S( x, т) dx 
= const, (5.73) 

x=+0 

где qw - заданное значение плотности теплового на поверхности, 
постоянная величина 

Граничное условие на бесконечном удалении от поверхности: 

S( x - с о , т) = tm- tm= 0. (5.74) 

Начальное условие: 

S(x,т = 0) = tx- = 0. (5.75) 
Как и ранее, температура отсчитывается от начального 

уровня tx. Однако, в отличие от рассмотренной выше задачи с за¬
данной температурой поверхности, теперь не существует заранее 
определенного фиксированного масштаба для избыточной темпе¬
ратуры 0. Более того, ясно, что температура поверхности 0(x = 0,т) 
будет возрастать с течением времени. 

Для оценки избыточной температуры на поверхности ис¬
пользуем граничное условие на поверхности: 

5S( x, т)| 
qw =-Х-

5x => 

=> qw *^-&sca,e(T) « - ^ ^ . ( т ) => (5.76) 
о(т) 2^ат 

При переходе к безразмерному описанию мы отнесем ко¬
ординату x к толщине пограничного слоя: 

x x 
^ Г Т Т ^ ^ 7 = , (5.77) 

x=+0 
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а избыточную температуру - к определенному в (5.76) масштабу: 

3(x, т) _ Э( x, т) 

^scale(т) _ 5 ^ " ( 5 . 7 8 ) 

Предполагая подобие такого нормированного профиля 
температуры, мы будем искать решение в виде: 

X 

Таким образом, замены переменных в дифференциальном 
уравнении и граничных условиях будут следующими: 

- для независимых переменных - см. уравнение (5.77); 
- для зависимой переменной: 

3(x, т) = © ( г 0 «XL 2у[аГ; 
X (5.80) 

3(x, т) = ад Сл/т; С _ «HL 
X 

Дальнейшие вычисления выполняются в математическом 
пакете Maple. Аналитические преобразования (5.81) описывают 
замены переменных, в результате которых получается обыкно
венное дифференциальное уравнение для T(n), где T - другое обо
значение для ©. 

> restart 

> with(PDEtools , dchange ) 

[dchange] 

> PDE := \^-_Q{ x, т ) Va Й 6 ( x т ) | = 0 

(5.81) 
P D E = ( ^ 6 ( x ' т ) ) " a 6 ( X , т ) ) = 0 

> tr := {x = r| V 4 at, т = t, 9( x, т) = T( r ) С-ft} 

tr := {т = t, x = 2 rf at, 9( x, т) = T( r| ) ^ -/7} 
> dchange( tr, PDE, params = [ a, С ] , simplify ) 
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В блоке (5.82) ставится краевая задача {bvp) с граничным 
условием второго рода (оператор D(T)(0) означает дифференци
рование в точке п = 0) и выписывается дифференциальное урав
нение (deq). Функция Maple dsolve выводит аналитическое реше
ние, которое преобразуется в функцию ®(г|) посредством операто
ра unapply. 

> 
bvp := D(T ) (0) : 

d d e q : = 2 ц I — T ( ц ) 

1, T(OO) = 0 

2T( ц) + 2T(Ц ) 

> dsolve({deq, bvp }, T ( ц ) ) ; expand(%) 
1 

4%K 
> © := unapply • + ц erf( ц ), ц 

(5.82) 

© := ц —» -ц + -

> ©(0) 
1 

4к 
• e r f ( ц ) ц 

Выпишем результаты решения в следующем виде: 
3( x, т) : exp ( - ц 2 )-VTI ц(1 - erf (ц)); 
»0(т ) 

»0(т)=^=^var, 
•\1п А 

(5.83) 

где 00(х) - избыточная температура поверхности, возрастающая 
пропорционально корню квадратному из времени. 

Пример расчета (рис. 5.21, рис. 5.22) относится к высоко
температурным технологиям. Стальной образец подвергается воз
действию мощного теплового потока. Видно, что в течение корот
кого промежутка времени (десятка миллисекунд) температура по¬
верхности поднимается до очень высоких значений (несколько 
тысяч градусов) в тонком приповерхностном слое (доли милли¬
метра). Математическое моделирование таких экстремальных ре¬
жимов важно для проблем термоядерного синтеза, термической 
обработки материалов с целью поверхностного упрочнения и т.п. 

1 

e 
1 
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Сталь углеродистая 45: А := 33^ 

„8 W 

2 
W 

2 
W - 5 m А := 33.5 a := 110 — 
m K s 

:= 10 
2 

1©(ц):= exp (-ц ) - ^ л - ц - ( 1 - erf(ц)) 

n 9 9:=root(©(^) - 0.01,r\,0,3) r|99= 1-606 

Рис. 5.21. Воздействие мощного теплового потока на стальной образец 

Рис. 5.22. Распределение температуры для различных моментов времени 
при воздействии мощного теплового потока на стальной образец 
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Если на поверхности раздела ставятся граничные условия 
третьего рода, т.е. заданы значения коэффициента теплоотдачи а 
на поверхности и температура среды tf, то температурное поле 
рассчитывается по формуле: 

t ( Х;%)_ _^ =[1 -e r f (r ,)]-exp [Bi 5 (2r , + B i 5 ) ] [ i - e r f (r, + B i 5 ) ] ; 

(5.84) 
ocv ax 

B l , 

где Ble - модифицированный параметр Био (в качестве характер
ного размера выступает величина, пропорциональная толщине 
пограничного слоя). 

Задача Томсона об остывании Земли 
В историческом масштабе времени совсем недавно, при

мерно 150 лет назад, английский физик Уильям Томсон (Кельвин) 
разрушил господствовавшую в то время стационарную модель 
Земли, указав, что Земля должна остывать, отдавая в космос теп¬
ловую энергию, выделившуюся первоначально при гравитацион¬
ном объединении и сжатии исходных компонентов. Томсон рас¬
считал время охлаждения от момента затвердевания Земли до ее 
современного состояния и, таким образом, получил оценку для 
времени существования Земли в пределах 20 - 400 млн. лет. 

Идея вычислений состоит в том, чтобы зная современное 
тепловое состояние Земли и располагая расчетной моделью теп-
лоотвода, определить время, которое потребовалось для эволюции 
из начального в сегодняшнее состояние. 

Современное тепловое состояние задается следующими 
параметрами. Средняя температура поверхности Земли оценива
ется примерно как 0°. Градиент температуры у поверхности Зем¬
ли, согласно измерениям температуры в шахтах на разных глуби¬
нах, составляет примерно 0,037 К/м, причем температура повы
шается с глубиной. Ранее, в геологическом масштабе времени, 
градиент был более высоким. 

В начальном состоянии Земля рассматривалась как рас¬
плавленная сфера при температуре примерно 2000°C. Температу¬
ра поверхности, благодаря интенсивному радиационному тепло-
отводу в Космос, должна была за короткое время снизиться до 
современного уровня, т.е. 0°C. 
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Ясно, что эта словесная формулировка приводит к класси
ческой задаче о прогреве (охлаждении) полуограниченного мас
сива, если предположить дополнительно, что толщина темпера
турного пограничного слоя мала по сравнению с радиусом Земли, 
величиной примерно равной 6400 км. 

Коэффициент температуропроводности земной коры мож
но оценить как 10 - 6 м 2/с. 

Решение задачи о том, за какое время т с приповерхностный 
температурный градиент gradt, первоначально очень большой, сни
зился до современного уровня, выполнено в Mathcad (рис. 5.23). 

©(п.) := 1 - e r f (п) 

/ \ ( x А 

a , е o ) : = e ° . e [ ^ J 

gradt ( х , т , a , 6 0 ) := — б ( х , т , a , 6 0 ) 
dx 

gradt (0 ,т , a,60) simplify  

2 / \ 2 
ж .(a.t) 

a:= 1.10 6 m 

6 0 := -2000K 

6 
т := 10 yr 

ТййёпИ giadl (0 m, т , a ,6 0 ) = m i ? " — т = l ind (т l^^l т = 2 "4" I " м | 

m 

S"" := 3.6.-̂ .̂ ^^1S"" = 109.788km 

Рис. 5.23. Задача Томсона об остывании Земли 

Сначала, в режиме символьных вычислений, дифференци
руется распределение температуры (5.70) и выводится формула 
для градиента температуры на поверхности: 

_3_Э 

9 x x=0 
(5.85) 

s 
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Далее в вычислительном блоке Given ... Find формулиру
ется и решается уравнение, согласно которому в современных 
условиях, спустя время Тс с начала охлаждения, значение градиен
та составляет 0,037 К/м. В результате получается время охлажде
ния Тс примерно 30 млн. лет. 

Глубина температурного пограничного слоя, согласно 
(5.71), составляет примерно 110 км, что существенно меньше 
радиуса Земли. Этот относительно тонкий приповерхностный 
слой сферы большого радиуса допустимо рассматривать как 
плоский слой. 

Распределение температуры по глубине для трех моментов 
времени показано на рис. 5.24. Наклон кривых в начале координат 
представляет градиент температуры у поверхности Земли. 

Рис. 5.24. Распределение температуры по глубине Земли в задаче Томсона 
для трех моментов времени: 30 млн лет, 3 млн лет, 300 тыс. лет 

Сейчас мы знаем, что возраст Земли составляет пример
но 4500 млн лет. Это существенно больше, чем полученная 
оценка в 30 млн лет. Тепловое состояние Земли определяется 
продолжающимся действием внутренних источников тепла, 
имеющих радиоактивную природу, о чем не мог знать Томсон, 
поскольку до открытия радиоактивности оставалось еще при-
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мерно полвека. Однако теория Томсона как одна из первых 
космогонических количественных моделей представляет для 
нас большой интерес, тем более что она базируется на класси
ческой задаче теории теплообмена. 

5.5. Двух- и трехмерные нестационарные температурные поля 

Полученные выше аналитические решения описывают од
номерные нестационарные поля в идеализированных объектах -
бесконечной пластине (5.48), бесконечном цилиндре (5.56), полуо
граниченном массиве (5.70), (5.83), (5.84). Однако реальные тела, в 
которых приходится рассчитывать температурные поля, трехмер¬
ны. Простейшие реальные геометрические объекты получаются 
при пересечении указанных выше идеализированных примитивов 
(прототипов, базисных элементов). 

Примером является цилиндр конечных размеров, образо¬
ванный пересечением бесконечной пластины и бесконечного ци¬
линдра (рис. 5.25). 

Рис. 5.25. Цилиндр конечных размеров как пересечение 
бесконечной пластины и бесконечного цилиндра 

Замечательным результатом теории теплопроводности явля
ется тот факт, что безразмерное температурное поле сложного объ
екта равно произведению безразмерных температурных полей соот
ветствующих примитивов. Это утверждение может быть доказано 
прямой подстановкой предполагаемого вида решения в дифферен¬
циальное уравнение теплопроводности и краевые условия. 
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Для примера с цилиндром конечных размеров имеем: 
t(z, r, х ) - tf _ t(z, х ) - tf t(r, x ) - tf 

f - tf f - tf f - tf (5.86) 
v v ' v v ' v v ' 

Цилиндр конечных Бесконечная пластина Бесконечный цилиндр 
размеров 

Пример расчета температурного поля цилиндра конечных 
размеров приведен на рис. 5.26. 

Решается следующая задача. Стальной цилиндр длиной 25рме 
и радиусом rcyi нагревается в высокотемпературной ванне 
(tf = 1000K). Технология нагрева такова, что на торцевых поверхно¬
стях обеспечивается высокое значение коэффициента теплоотдачи, в 
то время как на боковой поверхности коэффициент теплоотдачи от¬
носительно невысок. Требуется построить графики временного из¬
менения температур в трех характерных точках: в центре цилиндра, 
в центре торцевой поверхности и в середине боковой поверхности. 
Подробности вычислений ясны из текста программы. Оценивая ре¬
зультаты расчета, следует обратить внимание на быстрый рост тем¬
пературы на торцах цилиндра. Полезно дать объяснение этому эф
фекту. Поскольку имеется доступ к Mathcad-программе, можно про¬
вести вычислительные эксперименты при вариациях параметров и 
получить документированный ответ. 

Описанный метод перемножения решений применим для 
следующих конфигураций. 

S Бесконечно длинный брус как пересечение двух пластин. 
S Параллелепипед как пересечение трех пластин. 
S Конечный цилиндр как пересечение бесконечной пла

стины и бесконечного цилиндра. 
S Двумерный угол как пересечение двух полуограничен

ных массивов. 
S Трехмерный угол как пересечение трех полуограничен

ных массивов. 
S Полуограниченная пластина как пересечение бесконеч

ной пластины и полуограниченного массива. 
S Полуограниченный брус как пересечение бесконечно 

длинного бруса и полуограниченного массива. 
S Полуограниченный цилиндр как пересечение бесконеч

ного цилиндра и полуограниченного массива. 
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Plate x Cylinder 

W J 
X:= 33.5 c := 450 

m K kg K 

m 2 kg X -
p := 7900— a := a = 9.423 x 10 

m 3 c p s 

aP!ate = 1000 
W 

a Cy! =100 
W 

8p!ate : = 0 . 1 0 m | 

T 0 := 300 K 

Nser := 6 

0 T e t a . P ! a t e ( X , F o , B i , N s e r ) 

r C y ! := 0.10m| 

T f := 1000K 

0 T e t a . C y l ( R , F o , B i , N s e r ) 

IT(X , r ,x) := | |Tx< 
°P!ate 

Fopiate <— ' 

R < I 
rCy! J 

г A ( 
2 

5P!ate~" J V r C y f 

«P!ate 5P!ate J f «Cy! rCy! 
P!ate X J I BiCy!  

0 P 4 - e P ! a t e ( x , F o P ! a t e , B i P ! a t e , Nser) 

®C ^ ® C y ! ( R . F o C y ! • B i Cy! • N s e r ) 

T ( 0 m , 0 m , x ) 

T ( 0 m • r C y h x ) 

1000 

8 0 0 

6 0 0 

- / / / -
•'' / / 

• // 
• ч 
• 4 
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V 

f / \ i i 
5 0 0 1000 1500 2 0 0 0 

Рис. 5.26. Расчет температурного поля цилиндра конечных размеров 

X 

a x 

0 

x 
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5.6. Температурные поля, создаваемые точечными 
и линейными источниками тепла 

Температурное поле, создаваемое линейным источником 
постоянной мощности 

Математическое описание этой задачи состоит из диффе
ренциального уравнения Фурье, записанного в цилиндрических 
координатах: 

53 
dz 

(д23 1 SS 1  

v dr2 r dr ; 

граничного условия 2-го рода на оси: 

2 д t 2 % r — 
dr r 0 X 

(5.87) 

(5.88) 

где q, Вт/м - мощность линейного источника, и начального усло-

вия: 
3 ( r , z = 0) = 0 (5.89) 

Решение выражается через интегральную показательную 
функцию Ei: 

3(r, z) = 1 ^ - I — Ei 
1 X J 4% 4az 

(5.90) 

Эта задача имеет существенное прикладное значение. В 
теплофизическом эксперименте она лежит в основе зондового ме¬
тода измерения теплопроводности материалов. Так как решение 
имеет особенность при r — 0, то на практике его используют для 
больших значений времени: 

8a 
(5.91) 

где r0 - радиус проволоки, обогреваемой электрическим током, 
электричского кабеля или трубопровода, проложенного в неогра¬
ниченном массиве (рис. 5.27). 
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Рис. 5.27. Нестационарное температурное 
поле вокруг линейного источника тепла 

Температурное поле, создаваемое точечным 
источником постоянной мощности 

Математическое описание задается соотношениями: 

д3 

f 

(d23 2 3*3 
dr2 r dr 

2 d Л 
4%r2 — 

d r J r -Ю 

3(r, z = 0 ) = 0 , 

Q. (5.92) 

где Q, Вт/м - мощность точечного источника. 
Решение (рис. 5.28) выражается через интеграл вероятно

стей: 

3 ( r , z ) = \ f 

1 
4 % r 

-erfc 
a z J 

(5.93) 
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Рис. 5.28. Нестационарное температурное поле 
вокруг точечного источника тепла 

Задача о плоском источнике тепла уже решена выше, см.: 
«Температурное поле полуограниченного массива при заданном 
тепловом потоке на поверхности». 
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Глава 6. ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ 
ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ 

6.1. Введение 

Задачи теплопроводности, возникающие в инженерной 
практике, редко поддаются аналитическим методам решения, ли¬
бо такие решения оказываются неэффективными. Причиной мо¬
жет быть 

• сложная геометрия реальных объектов, отличных по 
форме от простых пластин, цилиндров или сфер, с которыми 
имеют дело в аналитическом курсе теории теплопроводности, или 

• нелинейность математических моделей, из-за сильной 
температурной зависимости теплофизических свойств, источни-
ковых членов, коэффициентов в граничных условиях. 

Универсальным способом решения являются численные 
методы, требующие компьютерной реализации. 

Центральной темой главы является разработка дискретно
го представления математического описания. На примере одно¬
мерной нестационарной задачи мы обсудим явную и неявную 
схемы дискретизации, выведем уравнения для коэффициентов 
конечно-разностных уравнений, примененив символьный процес
сор системы Mathcad, чтобы продемонстрировать современную 
технику громоздких математических преобразований. 

Для решения получающейся большой системы алгебраиче¬
ских уравнений будет применена специальная Mathcad-
программа, основанная на знаменитом в численном анализе ме
тоде прогонки - сверхбыстром алгоритме решения больших си¬
стем со специальной диагональной структурой. Результаты этой 
работы представлены как компактный программный комплекс в 
пакете Mathcad, к которому имеется открытый доступ - для де¬
тального ознакомления с методом и для численных эксперимен¬
тов с компьютерными моделями. 

По аналогичной схеме выводятся сеточные уравнения для 
многомерной (двухмерной) задачи, однако решатель запрограм¬
мирован на основе итерационного метода Гаусса-Зайделя. Имеет
ся доступ к соответствующей Mathcad-программе, открытой для 
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ознакомления, модификации и применения. Как пример, анализи¬
руется температурное поле платы компьютера. 

Кратко рассмотрено применение встроенной функции 
Mathcad Pdesolve (подробное изложение для одномерной не¬
стационарной задачи теплопереноса в обобщенной формули¬
ровке см. в гл. 7). 

6.2. Математическая формулировка задачи 

Рассмотрим далее в качестве модели следующую одно¬
мерную нестационарную задачу теплопроводности с внутренними 
источниками теплоты (рис. 6.1). 

Предположим, что пространственные изменения проис¬
ходят только вдоль оси координат x. Боковую поверхность бу
дем считать адиабатически изолированной. Если потребуется 
учесть теплообмен на боковой поверхности, то можно (при не¬
которых ограничениях) имитировать теплосъем посредством 
внутреннего стока. 

Чтобы обеспечить универсальность модели, воспользуемся 
численным методом и разработаем для этой цели специальную 
Mathcad-программу. В ее основе будет лежать метод прогонки -
сверхбыстрый алгоритм для решения больших систем линейных 
уравнений со специальной диагональной структурой. 

Рис. 6.1. Одномерная нестационарная задача теплопроводности 
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В качестве исходной формулировки принимается уравне
ние теплопроводности (2.14) из гл. 2, в котором следует учесть 
одномерность задачи, t = t (x, т): 

д t д Ld t 
pc — = — I X — 

дт дх \ дх 
(6.1) 

На левом и правом торцах объекта (рис. 6.1) происходит 
тепловое взаимодействие со средой, и здесь необходимо задать 
граничные условия. Универсальным способом описать самые раз
личные ситуации будет применение граничных условий третьего 
рода на левом (х = 0) и правом (х = L) торцах объекта: 

•X д t 
дх 

дх 

1 (tf i - t(х = 0, т)) 

2 (t ( х = L, Т ) - tf 2 ) 

(6.2) 

где а и tf - коэффициенты теплоотдачи и температуры окружаю
щей среды на торцах стержня. 

В этих соотношениях приравнены значения плотности 
теплового потока, 

• поступающего из окружающей среды и вычисленного по 
уравнению Ньютона-Рихмана (правые части); 

• и отводимого внутрь тела посредством теплопроводно¬
сти и вычисленного по закону Фурье (левые части). 

Следует подчеркнуть, что такое равенство справедливо при 
отсутствии фазовых превращений на поверхности раздела. По¬
скольку мы не собираемся сейчас решать сложные задачи с фазо¬
выми превращениями, ограничимся этим предупреждением. В 
общем случае разность потоков по обеим сторонам границы раз¬
дела расходуется на плавление, отвердевание, испарение и т.п. 

6.3. Дискретное представление 

Для численного интегрирования дифференциального урав
нения в частных производных (6.1) необходимо вывести его ко¬
нечно-разностную аппроксимацию. 

= а 
х =+0 

= а 
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Запишем закон сохранения энергии для малого контрольного 
объема, сформированного в окрестности узла P (рис. 6.2). Послед
ний находится сейчас в фокусе нашего внимания, но выведенные 
далее соотношения будут годиться для любого внутреннего узла. 

/ / 
W 1 -

/ А 

Л 

/ /У / 

/ / 
Ax Ax 

i - 1 i + 1 

P 

x 

Рис. 6.2. Контрольный объем и потоки энергии 

От соседних, западного W и восточного E узлов поступают 
потоки теплоты за счет теплопроводности. Внутри контрольного 
объема выделяется теплота при действии внутреннего источника. 
В результате произойдет увеличение тепловой энергии в рассмат¬
риваемом объеме, что будет обнаружено по повышению темпера
туры - от Т<р до Тр за время Ах. Нулевой баланс bal для всех со
ставляющих, перенесенных в одну сторону уравнения, запишется 
следующим образом: 

AT Ax Ax 
(6.3) 

Величина X без индекса означает некоторое характерное 
значение теплопроводности. Большими греческими «лямбда» Л 
обозначены относительные зна 

чения коэффициента теплопроводности, вычисленные для 
контрольных поверхностей, проходящих между узлами. Напри¬
мер, для восточной поверхности: 

Л = J_ Л р +Л E 

X 2 Л Р Л E 

(6.4) 
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Если коэффициент теплопроводности постоянен, то доста
точно указать значение X, а величинам Л приписать единичные зна¬
чения. Если же коэффициент теплопроводности сильно зависит от 
температуры или даже испытывает разрывы из-за слоистой структу¬
ры материала, среднегармонический способ осреднения (6.4) обеспе¬
чит вычисление тепловых потоков с хорошей точностью. 

Мощность внутренних источников qv в (6.3) полагается 
независящей от температуры, но может быть заданной функцией 
координат и времени. 

Уравнение (6.3) записано для внутренних узлов. Ниже бу¬
дет получено аналогичное уравнение для граничных узлов. 

Неявная схема 
Подчеркнем, что температура Тр в центральном узле и 

температуры TW и TE в окружающих узлах - неизвестные величи
ны из «будущего», в то время как Т(р - известное значение, взятое 
с предыдущего шага по времени либо из начальных условий. По
этому (6.3) представляет собой уравнение с тремя неизвестными. 
Всего таких уравнений можно записать столько же, сколько име¬
ется неизвестных температур в узлах сетки. Для нахождения тем¬
ператур необходимо решить систему уравнений. 

Можно повторить то же другими словами: не существует 
явного выражения для неизвестных, а требуется решать уравнения 
для их определения. Такие схемы в численном анализе называются 
неявными. Они обладают важным свойством устойчивости при сче¬
те, хотя и сложны из-за необходимости решать систему уравнений. 
Мы разработаем для этой цели специальную Mathcad-программу. В 
ее основе будет лежать знаменитый в численном анализе метод про¬
гонки - сверхбыстрый алгоритм для решения больших систем урав¬
нений со специальной диагональной структурой. 

Явная схема 
Если в уравнении (6.3) разности температур во втором и 

третьем операторах (теплопроводности) записать из «прошлого» и 
снабдить обозначением «О», то получится явная схема: в каждом 
уравнении содержится одно единственное неизвестное значение 
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TP (в первом операторе, описывающем изменение энергии во вре¬
мени). Программа и вычисления будут очень простыми, но если 
временной шаг превысит некоторое значение, при счете возник¬
нут прогрессирующие паразитные осцилляции. Ограничения на 
шаг довольно обременительны, поэтому в настоящее время пред¬
почитают неявные схемы. 

Коэффициенты неявной схемы 
Вернемся к анализу уравнения баланса (6.3), задающего 

неявную численную схему. Упростим форму его записи, поделив 
почленно на / Ах): 

bal = (Tp - TP ) - F o Л ^ (TW _ Tp )-Fo Ле (TE - Tp )-Fo q ^ ; 

F X A T ( 6 . 5 ) 

p c p
 A X 

где Fo - безразмерной шаг по времени, так называемое сеточное 
число Фурье. 

Перепишем (6.5) в стандартной форме линейного уравне
ния для неизвестных T W , T p , T E : 

W P E (6.6) 
CkTk_i + BkTk + AkTk+i + Dk = 0 . V ' 

Первое из этих уравнений представлено в мнемонической 
форме, второе - в индексной, необходимой для составления про¬
граммы. 

Сравнивая выражения (6.6) и (6.5), получают значения ко
эффициентов A, B, C, D. Необходимые символьные операции 
можно выполнить в Mathcad, как показано на рис. 6.3. В первом 
блоке вычислений применяется оператор collect, собирающий 
вместе члены с каждой из перечисленных неизвестных. Во втором 
блоке приводится альтернативный вариант с оператором coeffs, 
выписывающим коэффициенты полинома (в нашем случае - пер¬
вой степени) для указанной переменной. 
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bal := ( T P - T 0 p ) - F o - Л ^ - ( T W - T p ) - F o - Л Е - ( T E - T P ) - F o 

bal c o l l e c t , T W , T P , T E - -

q V - A x 2 

- F o - Л w - T W - F o - Л Е - T E + ( F o - Л Ш + F o - Л Е + l ) T p - q v - F o - T 0 p 

q v - D x 2 

C : = - F o - Л „ , A : = - F o - Л В B := 1 - A - C D : = - T 0 P F o 

- T 0 P - F o - Л w - T W - F o - Л e - T E - F o - q v - A x ! 

1 + F o - Л w + F o - Л Е 

c o e f f s T P := bal c o e f f s , T p -— 

V 
B := c o e f f s T P 1 — 1 + F o - Л w + F o - Л e 

Рис. 6.3. Коэффициенты неявной схемы 

Структура получившейся линейной системы уравнений с 
коэффициентами A, B, C, D оказывается трехдиагональной, как в 
примере для сетки из пяти узлов: 

' B1 A 1 0 0 0 > Г T1 ^ 

C 2 B 2 A 2 0 0 T2 - D 2 

0 C 3 B 3 A 3 0 T3 - - D 3 

0 0 C 4 B 4 A 4 T4 - D 4 

0 
V 

0 0 C 5 B 5 J v
 T5 J V 5 

(6.7) 

При большом числе узлов матрица коэффициентов ока¬
жется почти пустой. Например, для 100 узлов всего 3% ячеек бу
дет занято числами, остальные останутся нулевыми. Ясно, что при 
использовании классического Гауссова исключения в основном 
будут перемножаться и складываться нули. 

Существует специальный вариант метода исключения -
метод прогонки, учитывающий трехдиагональную структуру 
матрицы, и мы применим его в разрабатываемой вычислительной 
программе. 

C 

X 

X 

X 
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/ 
1 1 \ 

п - 1 

qw 

Ax / 2 

Рис. 6.4. Баланс энергии для поверхностного узла 

Для граничных узлов контрольные объемы оказываются 
половинного размера, как показано на рис. 6.4. Кроме того, для 
контрольной грани, попадающей на поверхность объекта, необхо
димо специальным образом записать тепловой поток: 

bal = — 
2 

1 pcp Ax (Tp - Tp) 
•a(7> - Tp ) - А Л 

T„ - TP 1 
—qV Ax. 

2 
(6.8) 

AT V 7 Ax 
Это уравнение является дискретным аналогом граничных 

условий, заданных выше соотношениями (6.2). Индекс «in» озна
чает ближайший внутренний узел: (п—1) правого торца, 2 - левого 
торца. Мы не будем повторять вычисления для коэффициентов в 
уравнениях для поверхностных узлов. Они полностью аналогичны 
тем, что выполнены для внутренних узлов. Окончательные выра
жения можно прочитать в тексте программы Coef (рис. 6.5). 

6.4. Метод прогонки. 
Вычислительные программы 

Mathcad-программа Coef 
Функция Coef (см. рис. 6.5) вычисляет коэффициенты A, B, 

C, D для системы уравнений, структура которой иллюстрируется 
соотношением (6.7). 

Величина TO в списке формальных параметров означает 
вектор начальных значений температуры. Индексация начинается 
с единицы, т.е. значение переменной Origin среды Mathcad следу
ет установить в единицу. Размерность вектора (одномерного мас¬
сива) TO равна числу узлов сетки. 
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Величины T f и Bi - векторы из двух элементов, задающие 
соответственно температуры среды и числа Био на левом и пра
вом торцах объекта (рис. 6.1). Число Био - это «безразмерный ко
эффициент теплоотдачи»: Bi = a Ax /X , сеточное число Био. 

Цикл for обеспечивает вычисления коэффициентов во 
внутренних узлах. Отдельно рассчитываются коэффициенты для 
граничных узлов, исходя из соотношения (6.8). 

Параметр iTime сообщает подпрограмме, на каком шаге по 
времени находится процесс вычислений. Это важно для вычисле¬
ния температуры среды, контактирующей с правым торцом. Зада
вая в векторе Pulse ненулевую амплитуду Ampl и некоторое зна
чение частоты v, мы сможем имитировать периодические тепло¬
вые воздействия на объект. 

Программа Coef возвращает массив, собранный посред¬
ством функции augment из векторов A, B, C, D. 

F o - A x 2 • 

- F o - Л | - 1 ) 

C o e f ( F o , Л , Q v , T O , T f , B i , P u l s e , iTime) := | iUp <- last (TO) 

for i e 2 . . iUp - 1 

( A i < - - F o ^ C i 

B i <- 1 - A i - C i 

D i <- T 0 i + Q v 

A 1 ^ - 2 - F o •Л 1  

B 1 <- 1 - A 1 + 2 - F o • B i 1 

C 1 <- 0 

D 1 «- T 0 1 + Q v + 2 - F o • T f 1 • B i 1 

( A m p l <- Pulse1 v <- P u l s e 2 ) 

B i 2 «- B i 2 

T f 2 «- T f 2 + Ampl^sin(v • i T i m e ) 

C i U p F o ^ Л iUp 

BiUp <- 1 - CiUp + 2 F o B i 2 

AiUp <- 0 

D i U p <- T 0 i U p + Q v + 2 • F o T f 2 B i 2 

a u g m e n t ( A , B , C , D) 

Рис. 6.5. Подпрограмма для вычисления матрицы коэффициентов 
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Mathcad-программа SysTRD 
Функция SysTRD (рис. 6.6) решает трехдиагональную си

стему линейных уравнений методом прогонки. 

S Y S T R D ( A , B , C , D) := 

temp <- -

iUp last (A) 

for i e 2.. iUp 

C i 

Bj-1 

( B j < - B - temp • A i - i D i 

DjUp 

BiUp 

for j e iUp - 1 , iUp - 2 1 

( D j - A i ^ D j + l ) 

Bj 

D 

Di - temp • D i - i 

D i U p < 

Dj 

Рис. 6.6. Метод прогонки 

Матрицы коэффициентов A, B, C, D подготовлены подпро
граммой Coef. В процедуре значения коэффициента D замещают
ся вычисленными значениями температуры в узлах сетки. Функ¬
ция SysTRD возвращает вектор (одномерный массив) решений 
системы. 

Mathcad-программа TimeHistory 
Программа TimeHistory организует вычисления по вре

менным шагам (рис. 6.7) и возвращает распределения температу
ры по координате x для последовательных моментов времени 
iTime как столбцы матрицы F. Параметр nTime задает число ша¬
гов по времени. 

TimeHistory(Fo,Л , Q v , T O , T f , B i , P u l s e , n T i m e ) for iTime e 1.. n T i m e 

S <- C o e f ( F o , Л , Q v , T O , T f , B i , P u l s e , iTime) 

T S Y S T R D ( S ( 1 > , S < 2 > , S < 3 > , S < 4 > ) 

T O <- T 

,-XiTirr 
T 

:= 

F 

Рис. 6.7. Главная программа 
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На каждом шаге по времени вызывается процедура Coef 
для вычисления коэффициентов A, B, C, D. Затем происходит об¬
ращение к решателю системы уравнений методом прогонки 
SysTRD. Обновляется вектор значений температуры T0 на преды¬
дущем временном шаге и добавляется столбец к матрице F, хра¬
нящей распределения температуры для последовательных момен¬
тов времени. 

Компьютерное моделирование периодических тепловых 
воздействий 

Подготовка исходных данных для расчета показана на рис. 
6.8. Предполагается исследовать температурные колебания в ла
тунном стержне длиной 39 мм, если на правом торце задана тем
пература, пульсирующая около среднего значения 800°C c ампли
тудой 320 C, а на левом торце - постоянная нулевая температура. 

Из вербальной формулировки следует, что на обоих торцах 
ставятся граничные условия Дирихле (граничные условия первого 
рода). В программном коде реализованы смешанные условия 
(условия третьего рода), но их легко приспособить для любой си¬
туации. Присваивая нужные значения температурам жидкости Tf 
(Tfi = 0, Tf2 = 800 и Ampl = 320) и задавая относительно большие 
значения сеточных чисел Био B i i , Bi2, соответствующие большим 
значениям коэффициентов теплоотдачи, мы обеспечим примерное 
равенство температур поверхности и жидкости. 

Подготовительные вычисления на рис. 6.8 понятны без ком¬
ментариев. В конце представленного фрагмента с помощью функции 
matrix формируется вектор начальных температур T0, задающий 
равномерное начальное распределение 100°C, а также вектор значе
ний относительного коэффициента теплопроводности Л. 

В данном примере величина Л принимается постоянной. 
Если теплопроводность зависит от координат и/или температуры, 
то понадобится дополнительная процедура или вставка в про¬
грамму Coef. Лучшим способом осреднения коэффициента тепло¬
проводности будет вычисление среднегармонических значений по 
формуле (6.4). Мы оставляем эти усовершенствования программы 
как упражнение для читателей. 
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X := 1 0 0 

Ax := 0.001 

F o := a 

A x 2 

A m p l := 0 . 4 

T f := ( 0 8 0 0 ) T 

F T (i , j ) := 1 0 0 

F Л ( i , j) := 1 

c p := 4 0 0 

n X := 41 

F o = 2 7 . 7 7 8 

v := 0.1 

p := 9 0 0 0 

Ax := 1 

q v := 0 

X 

c p • p 

n T i m e := 201 

Q v := F o • A x 2 • ^ 

P u l s e := 
( A m p l 

Bi := ( 1 1 ) 

T 0 := matrix ( n X , 1 , F T ) 

Л := matrix ( n X , 1 , F Л ) 

a := 

X 

v 

Рис. 6.8. Пример расчета: исходные данные 

Результаты расчетов показаны на рис. 6.9. Трехмерный 
график дает полное представление о температурном поле. Коор
динатная плоскость в основании диаграммы образована продоль
ной координатой x и временной осью. На вертикальной оси отло
жена температура. Прослеживая линии сетки на волнообразной 
поверхности в каком-либо нормальном к оси x сечении, мы 
наблюдаем временную зависимость температуры в фиксирован¬
ной точке стержня. В сечениях, нормальных к оси времени, полу¬
чаются распределения температуры вдоль стержня для различных 
моментов времени. Для построения такой диаграммы в Mathcad 
следует в окне 3-D Plot Format выбрать закладку Appearance и оп
цию Wireframe; на закладке Special необходимо отключить опцию 
Draw Line для z-contour и включить ее для x и y-contours. 

Итак, на диаграмме рис. 6.9 наблюдаются пульсации тем¬
пературы стержня, вынуждаемые периодическим изменением 
температуры горячей жидкости на правом торце стержня. Пуль¬
сации затухают по мере приближения к левому торцу, интенсивно 
охлаждаемому жидкостью с постоянной температурой. 

Следующая диаграмма (рис. 6.10) представляет серию 
температурных распределений вдоль оси x стержня для несколь¬
ких последовательных моментов времени. Можно заметить, что 
имеется начальная стадия (кривая T X , 0 , когда внутри стержня еще 
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сохраняется область с начальным значением температуры, а затем 
устанавливаются периодические вынужденные колебания в соот¬
ветствии с внешним тепловым воздействием. 

T := T i m e H i s t o r y ( F o ,Л , Q v , T 0 , T f , Bi , P u l s e , n T i m e ) 

T 

Рис. 6.9. Результаты расчета: температурные волны 
в трехмерном представлении 

iX := 1 , 3 . . 41 

1500 

T i X 1 1000 

TiX, 10 

TiX, 2 0 

TiX, 50 500 

20 

iX 

Рис. 6.10. Температурные волны: временные серии 
распределения температуры по продольной координате 

0 
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Особенно наглядное представление нестационарного тем
пературного поля получают посредством анимации, как это пока
зано на скриншоте рабочего листа Mathcad (рис. 6.11). 

Рис. 6.11. Создание анимированного графика 
распределения температуры по длине стержня 

Далее, в параграфе 6.6, можно увидеть живые примеры со¬
здания анимаций, обратившись непосредственно к встроенному 
Mathcad-документу. 

6.5. Встроенная функция Pdesolve для решения 
одномерных нестационарных задач 

В математическом пакете Mathcad имеется встроенная 
функция Pdesolve для численного решения одномерных нестацио
нарных задач. Pdesolve базируется на численном методе линий 
(MOL), который применяется для гиперболических и параболиче¬
ских уравнений в частных производных. 
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Рассмотрим коротко идею численного метода линий 
(MOL). Возвращаясь к выводу дискретного уравнения (6.3), мы 
сделаем теперь только половину работы: проведем дискретизацию 
для пространственной координаты x, но оставим исходное непре
рывное представление для временной переменной т (для упроще
ния выкладок мы положили постоянными свойства и сделали ну
левым внутренний источник). Как обычно, заменим производные 
по координате конечно-разностными представлениями: 

T 
• <--5Г->*<--ST** 

West P East 

T — T T — T 
=JL(?L V . Ax Ax = TW — 2Tp + TE 

dx2 dx \dx J Ax Ax2 

где P, W, E - узлы сетки: центральный пункт (Point), для которого 
выводится уравнение, и соседние узлы West и East, находящиеся 
слева и справа от P на небольшом расстоянии, равном шагу сетки Ax. 

Производную по времени оставим в исходной непрерыв
ной форме. В результате вместо (6.3) получается следующее 
уравнение: 

^ = АгТ(TW — 2TP + TE ) . (6.9) 
d x A x 

Уравнения вида (6.9) можно записать для всех узлов сетки, 
с некоторыми модификациями для поверхностных узлов, где сле¬
дует учесть граничные условия. Тогда вместо уравнения в част
ных производных получается система обыкновенных дифферен¬
циальных уравнений (по независимой переменной - т, время), по¬
рядок которой равен числу узлов сетки. Решение этой редуциро¬
ванной задачи, т.е. интегрирование системы обыкновенных диф¬
ференциальных уравнений, является хорошо изученной пробле¬
мой численного анализа. Исторически частичная дискретизация 
применялась для интегрирования уравнений в частных производ¬
ных на электронных аналоговых машинах. 
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Обращение к встроенному интегратору выглядит следую
щим образом (см. также рис. 6.13): 

Дифференциальное уравнение для неизвестной функции 
u(x,t) и краевые условия вводятся в привычной математической 
нотации между служебным словом Given («дано») и обращением 
к интегратору pdesolve () («решить уравнение в частных произ
водных»). Подробное описание работы с интегратором Pdesolve 
дано в гл. 7, а здесь мы ограничимся кратким примером. 

Рассмотрим ту же задачу, что и в предыдущем параграфе -
о температурных волнах в стержне, но с некоторыми изменения¬
ми в граничных условиях. На левом торце стержня устанавлива¬
ется тепловая изоляция, и мы предполагаем исследовать, как рас¬
пространяются температурные пульсации вдоль стержня и как 
выглядят колебания температуры на левом теплоизолированном 
конце стержня по сравнению с вынужденными пульсациями на 
правом обогреваемом торце. 

Основные параметры задачи такие же, как на рис. 6.8. До¬
полнительные подготовительные вычисления показаны на 
рис. 6.12. Коэффициент теплоотдачи на правом торце обозначен 
как а; осциллирующая температура жидкости - Tf2. Начальная 
температура T0 по длине стержня постоянна и равна средней тем
пературе жидкости Tf2. 

а := 1 0 0 0 0 0 

T 0 := T f 2 T f 2 (Т.) := T f 2 - ( l + A m p l • s i n ( V - T ) ) 

L := Ax• ( n X — 1 ) L = 0 . 0 4 

T M a x := A T - ( n T i m e — 1 ) T M a x = 2 0 0 

Рис. 6.12. Дополнительные исходные данные для Pdesolve 

Краевая задача вводится в блок Given...Pdesolve и результат 
численного интегрирования присваивается функции T (рис. 6.13). 

Графики отображают: 
1. Рассчитанную температуру обогреваемого (правого) 

конца стержня T ( L , T ) . 

u := 
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2. Заданную пульсирующую температуру жидкости Tf2(T). 
3. Рассчитанную температуру изолированного (левого) 

конца T(0 ,T) . 

Температуры T ( L , T ) и Tf2(T) практически совпадают бла¬
годаря большой величине коэффициента теплоотдачи а. Пульса¬
ции затухают вдоль стержня. При этом возникает сдвиг фаз при 
сохраняющейся частоте колебаний. 

G i v e n 

T T ( x , Т ) = a ^ T x x ( x , T ) <--Уравнение в частных производных 

T ( x , 0 ) = T 0 <--Начальное условие 

T x ( 0 , Т ) = 0 — Х - T x ( L , Т ) = а - ( T ( L , Т ) — Tf2( Т ) ) <--Граничные условия 

T := P d e s o l v e T , x 
I TMax 

, n X , n T i m e T = function 

1120 

T(L,T) 9 6 0  

T F 2 ( T ) 800 

T(0 ,T) 

640 

480 
50 100 150 200 

L 

0 
T 

Рис. 6.13. Вычислительный блок Given...Pdesolve 

6.6. Работа с компьютерными программами 

По гиперссылке, представленной в [26] как 
..\Mathcad_HMT\6_Num_HeatCond\Rod_Pulse\Rod_sinPulse 

_TDMA_Anim.mcd 
открывается Mathcad-программа, использующая метод 

прогонки (см. параграф 6.4). 
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Полезно: 
* подробно ознакомиться с кодом программы; 
* модифицировать код в соответствии со своими задача

ми, например, изменить в программе Coef в блоке Right boundary 
вид температурных колебаний, заменив синусоиду какой-либо 
другой функцией; 

* провести численный эксперимент, изменяя параметры 
задачи, например, значения коэффициентов теплоотдачи (пара¬
метров Bi); 

* освоить создание анимаций. 
По гиперссылке из [26] 
..\Mathcad_HMT\6_Num_HeatCond\Rod_Pulse\Rod_sinPulse 

_pdesolve_Anim.mcd 
будет вызвана программа, использующая метод Pdesolve. 

Граничные условия изменены по сравнению с предыдущим при¬
мером: теперь левый торец стержня теплоизолирован, и теплооб¬
мен со средой происходит только на правом торце. Тепловой по¬
ток попеременно то поступает в стержень, то отводится обратно в 
жидкость. По такому принципу работают так называемые регене¬
ративные теплообменники. 

В этом Mathcad-документе можно во всех подробностях 
проследить за способами визуализации температурного поля и 
подготовкой анимаций. 

В следующем примере, представленном в [26] гиперссылкой 
..\Mathcad_HMT\6_Num_HeatCond\Rod_Pulse\Rod_squareP 

ulse_pdesolve_Anima.mcd 
изменена форма вынужденных колебаний на правом торце: 

теперь это попеременное обтекание горячей и холодной жидко¬
стью со ступенчатым временным профилем температуры. 

Численные эксперименты на компьютерных моделях могут 
быть эффективным средством оптимизации температурных режимов 
при специальной термической обработке деталей с целью упрочне¬
ния поверхности, как показано в программе (гиперссылка в [26]): 

..\Mathcad_HMT\6_Num_HeatCond\Rod_Pulse\case-
hardening_pdesolve.mcd 

Такую обработку проводят посредством мощного лазерного 
импульса, обеспечивающего нагрев тонкого приповерхностного слоя 
до высокой температуры. Затем происходит быстрое охлаждение 

210 

file:///Mathcad_HMT/6_Num_HeatCond/Rod_Pulse/Rod_sinPulse
file:///Mathcad_HMT/6_Num_HeatCond/Rod_Pulse/Rod_squareP
file:///Mathcad_HMT/6_Num_HeatCond/Rod_Pulse/case-


этого слоя благодаря теплоотводу внутрь материала. Мощность им
пульса (или плотность потока излучения q0) и его длительность 
(TPulse) должны быть подобраны таким образом, чтобы обеспечить 
нужный температурный режим закалки в слое заранее заданной (по
рядка нескольких сотен микрометров) толщины. 

Программирование начинается с формирования лазерного 
импульса, как показано на рис. 6.14. 

Рис. 6.14. Формирование ступенчатого теплового импульса 

При постановке краевой задачи теплопроводности (рис. 6.15) 
на левой граничной поверхности задается условие адиабатической 
изоляции, а на правой границе, подверженной лазерному воздей
ствию, ставится условие второго рода (условие Неймана), причем 
тепловой поток определяется лазерным импульсом и тепловым 
излучением стержня в окружающую среду. 

Температурное поле Т(х,т) рассчитывается посредством 
функции Pdesolve. На графике (рис. 6.15) видно, что температура 
облучаемой поверхности T(L, т) достигает высокого максималь¬
ного значения в конце импульса и далее очень быстро убывает во 
времени, что и обеспечивает закалку. 
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Given 

T ( x , 0) = T0 Щ\(0 , т ) = 0 - V T x ( L , т 

T := Pdesolve Г ( о \ 
. V L J f

 0 1 
fxMax J 

, nX, nTime 

) = - q S u r f ( T ) + a ' T ( L , x ) 

qO . 5 - 1 0 8 T ( L , x P u l s e ) = 1.867 x 1 0 3 

2 2 4 0 . 0 9 2 2 4 0 . 0 9 1 

1 6 8 0 . 0 7 

T ( 0 , x ) 1 1 2 0 . 0 5 

5 6 0 . 0 2 

0 
1 

0 
0 0 . 0 0 5 

X 

Рис. 6.15. Численное интегрирование задачи об импульсном воздействии 

Представление о глубине закаливаемого слоя дает простран¬
ственно-временная диаграмма на рис. 6.16. Изменяя при численных 
экспериментах параметры импульса, можно подобрать необходимые 
технологические параметры термической обработки. 

xTimeT_array:= C r e a t e M e s h ( T , L 0 . 9 , L , 0 , x M a x 0 . 4 , nX, nTime)| 

• .•04 

Рис. 6.16. Пространственно-временная диаграмма распределения 
температуры в стержне при импульсном воздействии 
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Мы привели несколько примеров решения одномерного 
нестационарного уравнения теплопроводности. Численные экспе
рименты можно продолжить в следующих направлениях: 

- исследовать влияние коэффициента теплоотдачи на тем
пературу горячего торца (на ее максимальное и среднее значение); 

- исследовать влияние свойств материала на максималь¬
ную температуру поверхности и теплоотвод через стержень; 

- исследовать глубину проникания температурных волн, 
взяв длинный стержень и задав адиабатические условия на левом 
торце; 

- исследовать теплопередачу через стенку, если коэффици¬
ент теплоотдачи пульсирует во времени (для этого понадобится не¬
сколько модифицировать программу Coef, обеспечив вариации чис
ла Био так же, как сейчас это сделано с температурой жидкости); 

- исследовать температурные режимы стенок цилиндра 
двигателя внутреннего сгорания с воздушным охлаждением; 

- исследовать температурные режимы стен здания при по¬
годных и сезонных изменениях температуры; 

- решить обратную задачу, определяя температуру на по¬
верхности по измеренным значениям в глубине; 

- и т.д. 
Большинство классических задач теплопроводности, рас¬

сматриваемых в учебных курсах тепломассообмена, можно про¬
анализировать в режиме численного эксперимента на разработан¬
ной в параграфе 6.4 компьютерной модели TDMA или с примене
нием встроенной функции Pdesolve. Методом счета на установ
ление решаются стационарные задачи (например, теплопровод¬
ность вдоль ребра). 

6.7. Численные методы для многомерных задач 

Образ платы компьютера как пластины, нагретой в одних 
местах довольно сильно и холодной в других - хороший логотип 
для двумерного температурного поля (рис. 6.17). Обеспечение 
необходимого температурного режима настолько важно для 
надежного функционирования компьютера, что предусматривает-
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ся установка датчиков температуры, показания которых можно 
контролировать (рис. 6.17). Шум работающих в корпусе систем¬
ного блока микровентиляторов - постоянное напоминание о про¬
блеме охлаждения компьютера. 

Рис. 6.17. Температурное поле платы компьютера и показания датчика для 
системного блока (29°C) и процессора (37°C) 

Показания датчиков температуры дают важную, но все же 
очень ограниченную информацию о температурном режиме ком¬
пьютера, поскольку измерения произведены только в нескольких 
точках. Далее мы рассчитаем и сделаем видимым температурное 
поле компьютерной платы, т.е. распределение температуры по 
всей поверхности, включая различные микросхемы и сильно гре¬
ющийся процессор. 

Схематическое модельное представление компьютерной 
платы как теплового объекта поясняется на рис. 6.18, рис. 6.19. 

Микросхемы с тепловыделением 

Рис. 6.18. Схематический образ платы компьютера 
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-X-grad(T) 

Рис. 6.19. Схема процессов переноса теплоты в плате компьютера 

В микросхемах выделяется теплота, которая распространя¬
ется вдоль платы посредством теплопроводности. С верхней и 
нижней поверхностей происходит теплоотдача в окружающую 
среду (см. рис. 6.19). Следует учитывать также теплоотвод с боко
вых (торцевых) граней. 

При включении питания компьютерная плата будет разо¬
греваться, но затем температура установится на некотором 
уровне, а внутреннее тепловыделение будет полностью компен¬
сироваться теплоотводом в окружающую среду. Такой режим 
называется стационарным, не меняющимся во времени. 

Строго говоря, температурное поле будет трехмерным, т.е. 
температура будет меняться как вдоль платы (вдоль осей x, y, кото¬
рые мы расположим в плоскости платы), так и по ее толщине (по 
оси z). Однако изменениями по оси z можно пренебречь, если плата 
тонкая, ее теплопроводность достаточно велика, а коэффициенты 
теплоотдачи на верхней и нижней поверхностях относительно ма¬
лы. Примем эти предположения и будем считать температурное 
поле двумерным, а теплоотвод с верхней и нижней поверхностей 
(т.е. в направлении оси z) имитируем внутренним стоком тепло
ты, т.е. отрицательным источником. Это замечание станет более 
понятным позже, при записи уравнения баланса (6.16). 

В качестве исходной формулировки принимается уравне¬
ние теплопроводности (2.14) из гл. 2, в котором следует учесть 
двухмерность и стационарность задачи, T = T(x, y), а также посто
янство коэффициента теплопроводности X, Вт/(м K): 
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dx2 dy2~ X 
(6.10) 

Мы рассчитаем далее температурное поле в плате компью¬
тера посредством численного интегрирования этого уравнения. 

Встроенные функции для решения уравнений в частных 
производных 

Инженерный математический пакет Mathcad располагает 
весьма ограниченными средствами для решения эллиптических 
уравнений в частных производных. Используя встроенные функции 
multigrid и relax, можно получить решение уравнения Пуассона 

в квадратной области, если на границах задано: 
• постоянное нулевое значение искомой величины u (ис

пользуется multigrid); 
• некоторое распределение вдоль границы (используется 

relax). 
Таким образом, в обоих случаях задача решается при гра¬

ничных условиях первого рода (задача Дирихле). 
Записав обращение к функции multigrid: 

получают квадратную матрицу значений искомой функции 
u(x,y) в квадратной области. Матрица M размером (n+1)x(n+1) с 
элементами My, i := 0..n , j : = 0..n, задает внутренние источники 
(стоки) в узлах сетки (n+1)x(n+1). Рекомендуемые значения рас
четного параметра ncycle есть 1 или 2. Напомним еще раз, что по 
умолчанию предполагается задание нулевых граничных условий. 

Обращение к функции relax выглядит сложнее: 

Квадратные матрицы A, B, C, D, E определяют коэффици¬
енты линейной аппроксимации лапласиана (оператора в левой 
части уравнения Пуассона) в каждой точке расчетной сетки. Мат-

(6.11) 

u:=multigrid (M,ncycle), 

u := relax(A, B, C, D, E, F, U, rjac). (6.12) 
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рица F дает значения функции источника. Матрица U предписы
вает граничные значения вдоль четырех сторон, а также задает 
начальное приближение во внутренних точках. Расчетный пара
метр rjac контролирует сходимость итераций; его оптимальное 
значение из интервала 0..1 зависит от индивидуальности задачи. 

Целью дальнейшего изложения являются необходимые по
яснения того, как формируются матрицы A, B, C, D, E и как их 
можно модифицировать в зависимости от постановки задачи. 
Первым результатом будет существенное расширение возможно
стей встроенной функции relax: будет указан способ модификации 
матриц E и F (см. (6.12)), который позволит учесть теплосъем с 
поверхностей пластины. Кроме того, будет показано, как постро
ить алгоритм и Mathcad-программу для решения задач с гранич
ными условиями более общего вида, чем только условия Дирихле. 
Наконец, будет рассмотрен практический пример: решение задачи 
о температурном поле компьютерной платы. 

Представление дифференциального уравнения тепло
проводности в конечно-разностной форме 

При численном интегрировании уравнения (6.10) задачу 
сводят к расчету температуры в конечном числе точек - узлов 
сетки, вокруг которых формируют контрольные объемы. Фраг¬
мент сетки и типичный контрольный объем показаны на рис. 6.20. 
Конечно-разностную аппроксимацию дифференциального урав¬
нения получают, записывая тепловой баланс для контрольного 
объема Sxhxh. 

Рис. 6.20. Контрольный объем и потоки теплоты 
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Внутренняя энергия контрольного объема будет изменять
ся во времени по следующим причинам: 

• происходит поступление теплоты через южную, север
ную, восточную и западную границы из соседних объемов, темпе
ратуру в которых мы для определенности считаем более высокой; 
например, через западную грань: 

Х 1 к ^ ( 8 . А ) ; ( 6 Л 3 ) h 
• имеется теплоотдача в окружающую среду с температу¬

рой Tfh через верхнюю и (или) нижнюю поверхности: 

« P TP ~ Tfh )(h • h ) ; (6.14) 

• действует внутреннее тепловыделение: 

qv (§• h • h). (6.15) 

Суммируя составляющие баланса, получим: 

XisZh.(8.h) + XTn ~ T p (5.h) + XTe - T p (5.h) + XTw ~ T p (5.h) + 
h h h h  

Теплоподвод посредством теплопроводности 

- \ q 8 (8 . h. h) - otp (T p - ) (h . h) • 2 

Внутреннее тепловыделение за вычетом 
теплоотдачи с верхней и нижней поверхностей 

( Т - Т0 

= р с ( 5 . h . h ) ) P P 

(6.16) 

Увеличение внутренней энергии 

где Тр - температура в предыдущий момент времени, Дт - вре

менной шаг. 
Уравнение баланса (6.16) следует теперь представить в 

форме линейного алгебраического уравнения относительно неиз¬
вестных температур: 

ATS + BTN + CTE + DTW + ETP = S. (6.17) 

Чтобы обратиться к какой-либо программе-решателю, необ
ходимы выражения для коэффициентов A, B, C, D, E, S. Мы получим 
их, сопоставляя форму представления (6.17) и оригинал (6.16). Огра-
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ничимся случаем стационарного состояния {Тр = Т^) и примем 

X = const. Mathcad выполняет необходимые выкладки, если к {6.16) 
применить оператор collect. Заметим, что имя balance присвоено ле
вой части {6.16), равной нулю для стационарной задачи. 

X - ( T W - T p ) , Ч X - ( T E - T p ) . . X - ( T N - T P ) . . 
b a l a n c e := — - - ( б - h ) + — - - ( б - h ) + — - - ( б - h ) 

h h h 

X - ( T O - T p ) . . . . 

. ( 5 - h ) + q v . ( 5 . h - h ) - a p - ( T p
 -

 T f h ) h h 2 + 
h 

b a l a n c e 

X-5 

e x p a n d 

c o l l e c t , T p - > 

( c o l l e c t , T W > T E > T N > T S ) 

p - h 2 ) ( q v . h 2 . 5 + 2 . a p . h 2 T f h ) -4-X. 5 - 2 . a p . h 

T W + T E + T N + T S + - X75 ~ . T P + \.b 

Рис. 6.21. Коэффициенты конечно-разностного уравнения 

В результате основное уравнение {6.16) приводится к виду: 

TS + TN + ТЕ + TW - (4 + Р)Тр = S , {6.18) 

где 
.2 о „ 1.2 

P - a ^ ; S = -ir_-$TFN. {6.19) 

Коэффициенты A, B, C, D равны единице, а для Е получаем 
выражение: 

Е = - ( 4 + р ) . {6.20) 

Добавочное слагаемое Р учитывает теплоотдачу на гори¬
зонтальных поверхностях пластины {см. рис. 6.19). 

Необязательно коэффициент теплоотдачи а р и температура 
среды Tfh должны быть одинаковы на обеих {верхней и нижней) 
сторонах пластины или постоянны по поверхности. Необходимые 
изменения нетрудно ввести в {6.16) и в вычисления на рис. 6.21. 
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Например, величину ар можно рассматривать как среднее значе¬
ние коэффициента теплоотдачи на верхней {"up") и нижней 
{"down") поверхностях {apup + apdown)/2, а температуру Tfh - как 
средневзвешенное значение {apupTfh,up +apdownTfh,down)/ {apup + apdown). 

Для граничных узлов, расположенных на боковых гранях 
{рис. 6.19), температуры либо заданы, если ставятся граничные 
условия первого рода {условия Дирихле), либо для них записыва¬
ются специальные уравнения, как будет показано ниже {см. урав¬
нение {6.24)). Так или иначе, получается система линейных урав
нений вида {6.16) с порядком, равным числу узлов сетки. 

Например, если взять по каждой стороне пластины по 33 уз
ла, то всего получится 33 33 = 1089 узлов сетки. Матрица коэф
фициентов такой системы будет содержать 10891089 = 1185921 
элементов. Это много даже для современных компьютеров. В 
настоящее время трудности при решении больших систем в зна¬
чительной степени преодолены, однако численное моделирование 
многомерных задач тепломассообмена остается искусством и тре¬
бует применения самых больших вычислительных мощностей. 

Метод Гаусса-Зайделя. Программа Plate 

Уравнение для внутренних узлов 
Один из простейших алгоритмов решения получающейся 

системы уравнений основан на итерационной процедуре Гаусса-
Зайделя, когда последующие приближения получаются из преды¬
дущих по формуле {6.21), переписанной относительно температу¬
ры в рассматриваемом узле р: 

Тр = S - T S - TE - T E - T

W ; E = - ( 4 + р ) . {6.21) 

Эта формула годится только для внутренних узлов сетки. 
Если температура в узлах на границе задана, т.е. поставлены гра
ничные условия первого рода, то больше ничего и не требуется. 

Уравнение для поверхностных узлов 
Чаще всего на практике ставятся граничные условия тре

тьего рода. При этом задается температура окружающей среды Tf 
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и коэффициент теплоотдачи а на поверхности {на тонких боковых 
гранях Sxh пластины). 

Приближенная математическая формулировка условия 
третьего рода будет следующей: 

a(Tf - Tw 3 l l)(5 • h) = X T w a l 1 ^ (5 • h). {6.22) 

Вводя безразмерный коэффициент теплоотдачи {сеточное 
число Био) как: 

B i - f , {6.23) 

получим удобное для итераций выражение температуры в узлах 
на {боковой) поверхности TWatt через температуру окружающей 
среды Tf и температуру ближайшего внутреннего узла Tinner: 

Т = f п и » . {6.24) 
w a 1 1 1 + Bi V ' 

На основе соотношений {6.21) и {6.24) построена Mathcad-
программа Plate для расчета температуры в прямоугольной {не 
обязательно квадратной) области с учетом теплоотдачи на верхней 
и нижней поверхностях. На четырех боковых гранях ставятся гра¬
ничные условия третьего рода. 

Эта программа позволяет решать широкий круг практиче¬
ски важных задач. В дополнение к примеру с компьютерной пла¬
той укажем на расчет пластинчатого оребрения, применяемого с 
целью интенсификации теплопередачи в теплообменных устрой¬
ствах, или на расчет пластинчатого радиатора космической энер¬
гетической установки. 

В следующем пункте дано описание Mathcad-программы, 
доступной по гиперссылке из [26]: 

..\Mathcad_HMT\6_Num_HeatCond\Computer_Board.MCD, 

которая рассчитывает температурное поле платы посредством 
встроенной функции relax и пользовательской функции Plate. 

Тепловая модель платы компьютера 
Вычислительная программа Plate, представленная на 

рис. 6.22, возвращает 
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• стационарное температурное поле платы T как двухмер
ный массив с индексами i=0..m, j=0..n, т.е. с размерностью 
{m+1)x{n+1); 

• относительную ошибку relErr как разность между двумя 
последними итерациями, 

• число итераций n_iter. 
Точность tol и максимальное число итераций maxiter зада¬

ны непосредственно в тексте процедуры, поскольку эти парамет¬
ры редко приходится изменять. 

Перечислим входные параметры процедуры Plate: 
• E - коэффициент в определяющем уравнении {6.21). За¬

дается как матрица той же размерности, что и температура T в 
узлах сетки. Вычисляется через значения р - безразмерного ко¬
эффициента теплоотдачи на верхней и нижней поверхности пла¬
ты {см. формулы {6.19) и {6.20) и рисунки: рис. 6.19 и рис. 6.20). 

• S - правая часть определяющего уравнения {6.18) , мат¬
рица такой же размерности, что и T. Вычисляется по формуле 
{6.19) через мощность внутренних источников qV {т.е. Джоулеву 
теплоту, выделяющуюся в микросхеме) и теплоотдачу р. 

• IC - начальное распределение температуры, матрица та¬
кой же размерности, что и T. 

• Bi - число Био, безразмерный коэффициент теплоотдачи 
на боковых торцах платы {см. формулу {6.23)); матрица размерно¬
сти четыре, по числу боковых граней платы. 

• Tf - температура среды на боковых торцах платы {см. 
рис. 6.19 и формулу {6.24)); матрица размерности четыре, по чис¬
лу боковых граней платы. 

Структура программы Plate следующая. Внешний цикл for 
по переменной iter организует итерации. Если максимальная раз¬
ность в двух последовательных итерациях становится меньше ве¬
личины tol, то по команде break вычисления в цикле прекращают
ся и выводятся результаты. Результат предыдущей итерации хра¬
нится в массиве T0. 

Внутренний двойной цикл по переменным i , j использует 
формулу {6.21) для итераций во внутренних точках области. В 
двух последних циклах производится обход по границам, а для 
итераций применяется формула {6.24). 
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Plate (Е, S , 1С, Bi, Tf) [ ( m < - rows (1С) - 1) (n < - cols(IC) - 1)] 
[ (tol 4 - 0.001) (maxIter 4 - 100)] 
T < - IC 

for iter e 1.. maxIter 
for i e 0 m 

for j e 0 n 

T0i ; j <— T i ; j 

for i e 1.. m - 1 
for j e 1.. n - 1 

Ti , j <~ 
( S i , j - T i , j+1 - T i + 1 

for i e 0 m 

Ti , 0 

for j e 0.. n 

T0, j 

(Ti, 1 + Bi0 • T f 0 ^ 

(1 + Bi0) . 

(T1 , j + Bi2 • Tf2)  

(1 + Bi2) 

T i n 
(T i a n-1 + Bi1 • Tf1) 

Tm, j 

(1 + Bi1) 

(Tm-1 , j + Bi3 • TT3)  

(1 + Bi3) 

Tm <— maxv |T| / 
Tm <- 0.01 if Tm < 0.01 

relErr ^ -
x ( |T - T0|) 

Tm 
break if relErr < tol 

(n_iter *- iter) 

I (T relErr n_iter) 

Рис. 6.22. Функция Plate для численного решения уравнения Пуассона 

Поскольку задача будет параллельно решаться с помощью 
встроенной функции relax, обращение к которой записывается как 
(6.12), напомним, что для равномерной сетки и для постоянного 
значения теплопроводности коэффициенты A, B, C, D имеют еди
ничные значения (см. (6.17) и (6.18)). 

Коэффициенты E вычисляются с учетом теплоотдачи на 
горизонтальных (верхней и нижней) поверхностях пластины, так 
же как для программы Plate. 

Матрицы коэффициентов F и U в (6.12) суть то же, что S и 
IC в списке параметров для Plate. 
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После этих предварительных замечаний приведем прото
кол работы с Mathcad-документом (рис. 6.23). В блоках програм
мы производятся следующие вычисления: 

1) задается разбиение квадратной области n, вводятся зна
чения безразмерного коэффициента теплоотдачи в на поверхности 
пластины и параметра тепловыделения So (в градусах K); 

2) формируются матрицы коэффициентов уравнения 
(6.17), задается начальное условие как массив значений темпера
туры Tinit, очищается массив Source, в котором будут записаны 
значения внутреннего тепловыделения; 

3) задается внутреннее тепловыделение в микросхемах -
трех подобластях платы; 

4) для программы Plate задаются граничные условия, ими
тирующие отсутствие теплосъема с тонких боковых граней пла¬
стины, т.е. вводятся нулевые безразмерные коэффициенты тепло¬
отдачи вдоль четырех боковых граней и значения температуры 
среды (последние не обязательно нулевые). 

( 1 ) n := 3 2 Р := 0 . 5 S Q := - 5 0 

( 2 ) i := 0 .. n j := 0 .. n 

A j ; j := 1 B i ; j := 1 C i ; j := 1 D i ; j := 1 E i ; j := - ( 4 + p ) 

Рис. 6.23. Подготовка исходных данных 

Далее производится обращение к пользовательской функ
ции Plate и к встроенной функции relax. Результаты решения 
представлены на рис. 6.24 и рис. 6.25. 
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Tplate := Plate ( E , S o u r c e , Tinit, B i , Tf) 

Trelax := relax ( A , B , C , D , E , S o u r c e , Tinit, 0.95) 

Рис. 6.24. Результаты численного моделирования температуры 
платы компьютера (Plate - слева , relax - справа) 

i := 10 j := 

100 

0 . . n 

100 

i := 10 j := 

100 1 100 1 

( T p l a t e 0 ) u 50 

0 1 V 

T r e l a x , j 50 

0 

( T p l a t e 0 ) u 50 

0 
0 20 

j 

T r e l a x , j 50 

0 
0 20 

j 

Рис. 6.25. Распределение температуры вдоль линии i =10 
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Цвет изображения воспроизводит различные значения 
температуры. Области с высокой температурой - это три микро
схемы. Процессор компьютера (самая большая микросхема) 
нагрет наиболее сильно. 

Способ визуализации отражает особенности профессио¬
нального - для специалиста в области теплообмена - видения 
платы компьютера. Мы отслеживаем изменения температуры от 
точки к точке, внимание концентрируется на областях с разной 
температурой и в особенности там, где температура может пре¬
высить допустимое значение. 

Как видно из рисунков, решение двумя способами дает в 
целом близкие результаты. Однако имеются заметные отличия 
вблизи краев пластины (платы). Это следствие различной поста¬
новки граничных условий. 

Для встроенной функции relax имеется единственная воз¬
можность, а именно, задать температуру границы. Какова будет 
эта температура, заранее не известно. Можно только предпола¬
гать, что если тепловыделение не слишком велико и микросхемы 
расположены на удалении от кромок, то температура по краям 
платы должна быть близка к температуре окружающей среды. В 
примере с relax температура границ была задана нулевой. Заме¬
тим сразу, что высказанные предположения могут не соответство¬
вать действительности, и тогда моделирование методом relax при¬
ведет к грубым ошибкам. 

Для программы Plate имеется возможность задавать любые 
граничные условия. Самым подходящим выглядит предположе¬
ние о пренебрежимо малом теплоотводе с узких боковых граней 
платы. Такое условие можно имитировать, задавая нулевые зна¬
чения коэффициента теплоотдачи, что и сделано в примере. Обра¬
тите внимание, температура платы на краях действительно не ну¬
левая. Особенно выделяется область повышенной температуры 
там, где одна из микросхем расположена близко к границе 
(рис. 6.24 и рис. 6.25). 

Таким образом, решение методом relax привело к заметной 
ошибке из-за неправильной постановки граничного условия, а 
решение методом Plate обеспечило реалистичный результат. 
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Умение правильно (адекватно реальности) формулиро¬
вать краевые условия есть основа искусства математического 
моделирования задач тепломассообмена. Соответственно, хо¬
роший инструмент решения этих задач должен предоставлять 
такую возможность. Встроенной функции relax недостает 
средств постановки граничных условий, позволяющих адекват¬
но представлять взаимодействие объекта с окружающей сре
дой. Программа Plate (рис. 6.22) восполняет этот пробел. 

Задачи, возникающих в инженерной практике, могут по¬
требовать более мощных вычислительных программ, чем при¬
менявшиеся нами. Рассмотрим в качестве примера компьютер¬
ное моделирование с целью управления тепловыми режимами 
магистральных газопроводов. 

Тысячекилометровые нити газопроводов, проложенные 
на Севере, в полной мере испытывают на себе воздействие про¬
блемы, которая называется неустойчивостью грунтовых осно
ваний в условиях вечной мерзлоты. При вспучивании грунта, 
протаивании или промерзании на отдельных участках возника¬
ют недопустимые деформации вплоть до разрыва газопроводов. 

Компьютерная модель должна обеспечить расчет полей 
температур и тепловых потоков в системе газопровод-грунт на 
участках большой продольной протяженности и для больших 
промежутков времени, с учетом климатических, сезонных и 
погодных колебаний внешних условий. 

По крайней мере двумя необходимыми свойствами не 
обладают находящиеся в нашем распоряжении relax и Plate, 
чтобы решать такие задачи: 

• они неспособны рассчитывать нестационарные темпе
ратурные поля; 

• трудно задать необходимую геометрическую конфигу
рацию - «проложить» газопровод, т.е. сделать в массиве круг¬
лое отверстие и задать на получившейся внутренней поверхно¬
сти нужные граничные условия третьего рода. 
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Мы модифицировали программу Plate следующим обра¬
зом, чтобы все же провести демонстрационные расчеты такого 
уровня сложности: 

• во-первых, пришлось вернуться к исходному уравнению 
баланса (6.16) и сохранить в нем нестационарный оператор. В свя
зи с этим изменилось основное расчетное уравнение (6.21); 

• во-вторых, потребовалось идентифицировать узлы сет¬
ки, а именно, определить, какие из них остаются в расчетной 
области, а какие попадают в отверстие. Среди попадающих в 
расчетную область было необходимо отметить те из узлов, ко¬
торые оказываются на внутренней (круглой) границе области, и 
применить для расчета температур в этих узлах специальное 
граничное условие. 

Указанные усовершенствования сделали Mathcad-
программу довольно громоздкой, и мы не приводим ее здесь. Де¬
монстрационный пример расчета по этой программе (рис. 6.26) 
показывает, каким образом зимой над неглубоко заложенной теп¬
лотрассой может оказаться оттаявшая земля. 

Еще один пример работы модифицированной программы 
Plate - расчет температурного поля в тепловыделяющем элементе 
(твэле) ядерного реактора (рис. 6.27). Задача о твэле была решена 

228 



ранее в одномерной, осесимметричной постановке. Однако на 
практике симметрия может быть нарушена, и тогда необходимо 
рассчитывать двумерное температурное поле. Результаты числен¬
ного интегрирования представлены на рис. 6.27. 

Слева показана штатная ситуация с достаточным и равно¬
мерным по окружности охлаждением. 

Справа продемонстрирована аварийная ситуация, когда 
условия охлаждения в левой верхней четверти окружности твэла 
ухудшились, и изотермы с высокой температурой вплотную при¬
близились к защитной циркониевой оболочке, допустимая темпе¬
ратура которой относительно невелика - около 400°С. При более 
высокой температуре в контакте с охлаждающей водой быстро 
развивается разрушительная коррозия. 

Для расчетов полей в сложных геометрических областях 
часто применяют метод конечных элементов (МКЭ, или FEM). 

Одним из главных отличительных признаков МКЭ являет¬
ся нерегулярная, адаптирующаяся к геометрии объекта и особен¬
ностям температурного поля сетка (рис. 6.28). 

T T 

Рис. 6.27. Температурное поле в тепловыделяющем 
элементе ядерного реактора 
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Рис. 6.28. Расчет температурного поля методом конечных элементов 

Большие инженерные задачи, такие как полный расчет ядер¬
ного энергетического реактора или моделирование аэродинамики 
автомобиля, требуют применения специальных математических па¬
кетов. На базе МКЭ построен универсальный вычислительный ком
плекс ANSYS (http://www.cadfem.ru, http://www.ansys.com), предна¬
значенный для решения задач различной физической природы 
(прочность, теплофизика, гидрогазодинамика, тепломассообмен, 
электромагнетизм). Вычислительные пакеты STAR-CD 
(http://www.cd.co.uk), PHOENICS (http://www.cham.co.uk) специально 
ориентированы на компьютерное моделирование в области динами¬
ки жидкости и тепломассообмена. 

STAR-CD, PHOENICS, ANSYS, FLUENT принадлежат к 
числу так называемых «тяжелых» пакетов. Они велики по объему, 
оснащены эффективными численными алгоритмами, удобным 
интерфейсом, мощными графическими средствами для формиро¬
вания сложной геометрии объектов и для визуализации результа¬
тов. Практически отсутствуют ограничения на сложность задач, за 
исключением памяти и быстродействия компьютера. 
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Глава 7. ИССЛЕДОВАНИЕ ОДНОМЕРНЫХ 
НЕСТАЦИОНАРНЫХ ТЕМПЕРАТУРНЫХ ПОЛЕЙ 

МЕТОДОМ ЧИСЛЕННОГО ЭКСПЕРИМЕНТА 

7.1. Введение 

Сложная геометрия реальных объектов и возможная не¬
линейность их математического описания часто делают неэф¬
фективными аналитические методы решения актуальных инже¬
нерных задач. 

Проблема геометрической сложности решается примене¬
нием математических пакетов трехмерного моделирования. Это 
специальная инженерная область, первое представление о кото¬
рой можно получить в гл. 11 «Компьютерное моделирование теп¬
лообмена: пакет Matlab» и гл. 6 «Численные методы теплопро
водности». 

Сложности другого характера, связанные с нелинейно¬
стью, нестационарностью, многообразием краевых условий, могут 
быть проанализированы при численном моделировании одномер
ных нестационарных полей, и мы расширим здесь круг задач 
предыдущей главы, включив в рассмотрение теплообмен на боко¬
вой поверхности, переменность поперечного сечения, продольный 
конвективный перенос. 

Важными приложениями расширенной постановки явля¬
ются новые технологии, для которых характерны экстремальные 
параметры тепловых воздействий. В проблеме управляемого тер¬
моядерного синтеза плотность теплового потока на тепловоспри-
нимающих твердых поверхностях достигает 108 Вт/м 2. В экстре¬
мальных температурных условиях работают графитовые электро¬
ды плазмотронных установок, применяемых для высокотемпера¬
турной обработки различных материалов. Большие потоки и вы¬
сокие температуры возникают при лазерной или электронно¬
лучевой обработке деталей с целью упрочнения их поверхности. 
Похожие процессы имеют место при изготовлении микросхем. 
Почти всегда мощные воздействия имеют импульсный, периоди¬
ческий характер, и в твердых телах возникают и распространяют-
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ся температурные волны. Мы рассмотрим также задачи с распро¬
страняющимся фронтом фазового превращения - плавления или 
затвердевания. 

В специальных условиях сами фундаментальные соотно¬
шения теории - закон теплопроводности Фурье и дифференци¬
альное уравнение теплопроводности - нуждаются в уточнении. 
Необходимость учитывать конечную скорость распространения 
температурных возмущений приводит к гиперболическому урав¬
нению теплопроводности (см. п. 7.7). 

При разработке новых технологий численный эксперимент 
на математической модели объекта может быть единственным 
инструментом исследования, ввиду сложности или даже невоз¬
можности поставить натурный эксперимент. Исследования тем¬
пературных режимов является актуальной проблемой и во многих 
отраслях традиционной техники и технологии, в строительной 
теплофизике, природоведении и т.д. 

7.2. Физическая модель 

Рассмотрим в качестве модели перечисленных выше про¬
цессов одномерную нестационарную задачу теплопроводности с 
внутренними источниками теплоты (рис. 7.1). 

Стержень длиной L подвергается мощным тепловым воз
действиям qWati на его торцах. Внутри действуют распределенные 
источники мощностью q^. 

Возможен относительно слабый теплообмен с окружаю¬
щей средой на боковой поверхности стержня, так что плотность 
теплового потока qs на боковой поверхности отлична от нуля. Пе
репады температуры в поперечном сечении (по y ~ 8у) полагаются 
малыми по сравнению с перепадом по длине (по x ~ L), поэтому 
задача считается одномерной. Если задается интенсивность теп¬
лообмена на боковой поверхности, то предполагается выполнение 
неравенств: 

А 5 V 1 „ . « s S v 

*S « V Т « а =* * Ч « 1 , 

где 5y - характерный поперечный (по координате у) размер стержня, 
ots - коэффициент теплоотдачи на боковой поверхности стержня. 
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Предметом анализа является одномерное нестационарное 
температурное поле t (х,т) и поле теплового потока q(x, т). 

Дальнейшим обобщением одномерной задачи будет пере
менность поперечного сечения стержня, как показано далее на 
рис. 7.2. Мы включим также в рассмотрение задачи с сильно пе
ременными теплофизическими параметрами, и даже скачкообраз
но изменяющимися на внутренних поверхностях раздела - дви
жущихся фронтах плавления/отвердевания. 

Рис. 7.1. Одномерная нестационарная задача теплопроводности 

7.3. Математическая формулировка задачи 

Нестационарная одномерная задача теплопроводности 
Дифференциальное уравнение теплопроводности (2.14), 

выведенное в гл. 2, в случае одномерной плоской нестационарной 
задачи t = t(x, т) записывается следующим образом: 

д T д ( д T 
рс p = 1 А 

дт дх \ дх 
Внутреннее 

(7.1) 
Увеличение энтальпии единичного Подвод теплоты посредством тепловыделение 

к о н т р о л ь н о г о о б ъ е м а теплопроводности 

Мощность внутренних источников qv характеризует ско
рость объемного тепловыделения (при ядерной или химической 
реакции, при прохождении электрического тока). 
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Далее мы используем источник теплоты (с обозначением qy+) 
также для имитации теплоподвода через поверхность стержня: 

1,- ( u d x ) 
v  

Теплоподвод через 
боковую поверхность 

v  
Имитация посредством 

источника 

U 
f (7.2) 

где f - поперечное сечение стержня, и - периметр сечения, по ко
торому происходит теплообмен на боковой поверхности, q, -
плотность теплового потока на боковой поверхности. Геометри
ческие параметры f и и считаются постоянными по координате x, 
как для стержня постоянного сечения (в следующем параграфе 
приводится обобщенная формулировка). 

Если q, определяется уравнением Ньютона-Рихмана, то 
для qv+ получим: 

f 
(7.3) 

где as - коэффициент теплоотдачи на боковой поверхности, tf, -
температура окружающей среды на боковой поверхности. 

С учетом дополнительного слагаемого qv+, дифференци¬
альное уравнение теплопроводности записывается в следующем 
виде: 

— — — (l S \ (7.4) 

На левом и правом торцах стержня (рис. 7.1) необходимо 
задать граничные условия, описывающие тепловое взаимодей¬
ствие с окружающей средой. Универсальным способом будет 
применение граничных условий третьего рода на левом (x = 0) и 
правом (x = L) торцах объекта: 

(7.5) 
dj_ 

dx 
,(((x = L , т) - tf 2 ) 

где а и tf - коэффициенты теплоотдачи и температуры окружаю¬
щей среды на торцах стержня. 
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В этих соотношениях приравнены значения плотности 
теплового потока: 

• поступающего из окружающей среды и вычисленного по 
уравнению Ньютона-Рихмана (правые части); 

• и отводимого внутрь тела посредством теплопроводно
сти и вычисленного по закону Фурье (левые части). 

Подчеркнем, что такое равенство справедливо при отсут¬
ствии фазовых превращений на поверхности раздела. Если же 
имеет место плавление или испарение, то разность тепловых по¬
токов по обеим сторонам межфазной границы расходуется на фа¬
зовое превращение. 

Начальное условие задает стартовое тепловое состояние 
объекта. Чаще всего изменения начинаются из состояния с неко¬
торым равномерным начальным распределением: 

t (x, т = 0 ) = t о. (7.6) 
Дифференциальное уравнение (7.4), граничные условия 

(7.5) и начальное условие (7.6) составляют математическое описа¬
ние задачи, схематически представленной на рис. 7.1. 

Более строгое обоснование формулировки (7.4 - 7.6) мож
но получить методом осреднения. 

Обобщенная одномерная задача теплопроводности 
В предыдущем параграфе рассмотрена формулировка для 

стержня постоянного сечения. Можно существенно расширить 
круг задач, решаемых в одномерной постановке, снимая это огра¬
ничение. Получающаяся формулировка может быть точной - для 
задач с цилиндрической или сферической симметрией, или при¬
ближенной - в случае более сложной геометрии. 

Пусть в некотором объекте существует преимущественное 
направление x, в котором распространяется тепловой поток 
(рис. 7.2). Охарактеризуем геометрию объекта двумя функциями 
продольной координаты x: 

• поперечным сечением f(x), через которое проходит теп¬
ловой поток, обусловленный теплопроводностью, под действием 
продольного градиента температуры dt/dx; 

• боковой поверхностью S(x), через которую происходит 
теплообмен с окружающей средой. 
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\f(x) 
S(x) 

x 

x=0 dx 

Рис. 7.2. Обобщенная одномерная задача 

Предполагается, что поперечные сечения f x ) примерно со
ответствуют изотермическим поверхностям. 

Для контрольного объема (fdx) уравнение баланса энер
гии запишется следующим образом: 

ах \ ах 

Р Р ( d ) 

) ) d + v ( 

О 

т 
d ) 

\ dx / 

Поясним, что производная dS/dx определяет боковую 
поверхность в расчете на единицу длины стержня. Для стержня 
постоянного сечения dS/dx = u, где u - периметр поперечного 
сечения (точнее, та часть периметра, на которой имеет место 
теплообмен). 

После простых преобразований получим: 

т 

+ v 
dS(x) 1  

dx f(x)' 

1 d )1 

(7.7) 

Если qs = 0, то при f = const, f ~ x , f ~ x2 получают одно¬
мерное уравнение теплопроводности соответственно для плоской, 
цилиндрической и сферической задач. 

L 

Р 
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Уравнение (7.7) расширяет круг практически важных 
проблем теплопереноса, решаемых в одномерной постановке. 
Например, при расчете оребрения становится возможной опти
мизация распределения f x ) с целью конструирования теплоот-
водящей поверхности с минимальной массой (или с максималь
ным теплоотводом при фиксированной массе). Следует только 
иметь в виду, что исходная формулировка (7.7) приближенна и 
необходим контроль допустимости такого приближения для 
конкретных конфигураций. 

Задача одномерного конвективного переноса 
Пусть в канале переменного сечения f x ) (рис. 7.2) дви

жется жидкость с массовым расходом G, кг/с. Конвективный пе
ренос энтальпии в осевом направлении составит величину 
Gh, Вт, где h, Дж/кг - удельная энтальпия. Уравнения баланса 
массы и энтальпии с учетом конвективного переноса запишутся 
следующим образом: 

или 

Прямыми скобками снизу отмечены взаимно сокращаю¬
щиеся члены, с учетом уравнения неразрывности. 

Учитывая соотношения, 

— = ( * - ) - J L ) _ Й , _ , 

£ ^ — ( — \ — + ( — ^ £ Е ~ Ё1 

дх \dt pj дх \др t ) дх V дх' 
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справедливые для идеальных газов или несжимаемых сред (жид¬
костей, твердых тел), когда изменением энтальпии в зависимости 
от давления можно пренебречь, (а также для теплообменников, в 
которых скорость потока и перепады давления обычно относи¬
тельно невелики), получим дифференциальное уравнение в явной 
форме относительно температуры: 

о = — U — ) + 
dS 1 

(7.8) 
V dxf 

При нулевом расходе G, уравнение (7.8) переходит в урав¬
нение теплопроводности (7.7). 

Другой предельный случай уравнения (7.8) получается, ес¬
ли задача стационарная, внутренние источники отсутствуют и 
продольная теплопроводность пренебрежимо мала: 

Gc 
dt_ 
dx 

(7.9) 

Это уравнение теплового баланса для теплоносителя, про¬
текающего в канале постоянного сечения. 

Полное одномерное уравнение (7.8) является удобным ин¬
струментом для приближенного модельного представления неста¬
ционарных тепловых режимов в энергетических и теплотехноло-
гических установках. 

Фазовые превращения 
Если распределение температуры включает точку фазового 

превращения, то внутри объекта возникает граница, разделяющая 
области (фазы) с существенно различными свойствами: 

В таком температурном режиме работают, например, теп¬
ловые аккумуляторы для систем с возобновляемыми источниками 
энергии. Благодаря плавлению первоначально твердого материа¬
ла, большие количества тепловой энергии запасаются в форме 
скрытой теплоты фазового превращения, а затем отдаются при 
обратном фазовом переходе - затвердевании. Другим примером, 
связанным со строительством домов и прокладкой трубопроводов 
в зоне вечной мерзлоты, является оттаивание и обратное промер-
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зание грунта. Задача о плавлении рассматривается при моделиро
вании гипотетической тяжелой аварии на АЭС с расплавлением 
активной зоны. 

На межфазных границах происходят резкие (скачкообраз¬
ные) изменения теплофизических свойств, поэтому обычно запи¬
сывают дифференциальное уравнение теплопроводности (7.7) для 
каждой фазы, а на движущейся границе раздела задают специаль¬
ные условия сопряжения. 

Возможен и другой подход к численному решению задач с 
фазовыми превращениями, основанный на том, что в дифферен¬
циальном уравнении (7.7) физические параметры (плотность, 
удельная теплоемкость, теплопроводность) могут быть перемен
ными величинами, зависящими от температуры (а также от коор¬
динат и времени). 

Некоторые численные методы интегрирования способны 
обрабатывать даже скачкообразные изменения параметров, но для 
сходимости решений лучше применить непрерывные, хотя и 
быстро меняющиеся аппроксимации. 

Как это сделать для энтальпии и теплоемкости парафина в 
окрестности точки плавления, показано на фрагментах Mathcad 
программы (рис. 7.4, рис. 7.5). Исходными данными служат зна
чения теплоемкости для твердого и жидкого парафина cps CPL, 
теплота плавления AhsL и температура плавления T„ett. 

Запишем выражение для энтальпии в форме интеграла: 

К ) = /о р ( ) d ; = c o n s t . 

Чтобы применить это соотношение для интервала темпе¬
ратур, включающего фазовое превращение, следует учесть, что 

• теплоемкость вещества в твердой и жидкой фазах при 
температуре фазового превращения неодинакова (соответственно 
1800 и 2400 Дж/(кгК) в примере с парафином), поэтому в подин-
тегральном выражении нужно применить функцию Хевисайда 
(единичного скачка, Ф в обозначениях Mathcad, см. рис. 7.3); 

• энтальпия претерпевает скачок, равный скрытой тепло¬
те фазового превращения (AhsL = 175000 Дж/кг для парафина), 
поэтому теплоемкость должна включать дельта-функцию Дирака 
(A в обозначениях Mathcad, рис. 7.3). 

239 



C p s := 1 8 0 0 C p L := 2 4 0 0 T m e l t := 3 0 3 A h s L := 1 7 5 0 6 6 T 0 := 2 7 3 

c p 0 ( J ) : = C p S + A h S L - A ( T - T m e l t ) + ( C p L - C p s ) ' * ( T - T m e l t ) 

h 0 ( T ) : C p 0 ( T _ ) dT_ 

h 0 ( T K ) 

J T 0 

3 - 1 0
5  

2 - 1 0
5  

1 - 1 0
5 -

- > 2 1 0 0 - T - 3 3 6 7 - s i g n u m ( T - 303) - 4 9 4 7 6 7 + 3 0 0 - T - s i g n u m ( T - 303) 

3 0 0 

T K 

Рис. 7.3. Скачок энтальпии на границе раздела 

Избавиться от разрыва непрерывности можно, заменив в 
выражении для теплоемкости дельта-функцию ее приближенным 
представлением посредством функции нормального распределе
ния dnorm (рис. 7.4). Размытость фронта задается параметром 5Г 
(средним квадратическим отклонением) функции распределения. 

c p S := 1800 c p L := 2400 T m e | t := 303 A h S L := 175066 [ 5 T := 2 |  

C p ( T ) : = C p S + A h S L • d n o r m ( T > T m e l t > 5 T ) + ( C p L - C p S ) ф ( T - T m e l t ) 

C p 0 ( T ) : = C p S + A h S L - d n o r m ( T > T melt >:f00- j + ( t ^ - ) ф ( T - T m e l t ) 

1 - 1 0 5 

Cp0 ( T K ) 
• 1 0

4 

• 1 0
3 

280 2 9 0 3 0 0 3 1 0 

T K 

3 2 0 330 

Рис. 7.4. Представление теплоемкости для размытого фронта плавления 

0 
2 8 0 3 2 0 
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Энтальпия вычисляется как интеграл от теплоемкости 
(рис. 7.5). Видно, что интегральные представления для размытого 
фронта и «истинного» скачкообразного фронта согласуются меж
ду собой. В пределе 57—0 они совпадают друг с другом. 

Уравнение для теплоемкости размытого фронта (см. рис. 7.4) 
применяется при расчете коэффициентов в дифференциальном 
уравнении теплопроводности (7.7). Аналогичные приемы приме¬
няют для описания теплопроводности и плотности, при этом 
сглаживание скачков достигается посредством функции ошибок 
erf. Следует отметить, что изменения плотности при фазовых пе
реходах жидкость-твердое тело обычно относительно невелики, 
так что можно пренебречь возможными макроскопическими пе¬
ремещениями частей тела. 

Размывание фронта является приближенным приемом для 
представления скачкообразных изменений в случае чистых ве¬
ществ, например, при плавлении льда и образовании воды. Для 
смесей (сплавов), таких как парафин, плавление действительно 
происходит в некотором интервале температур. 

h ( T ) := [ Cp(TJ dT_ T L := Tmelt - 5T T R := T m e | t + 5T 

3.5 -10 5 

3 -10 5 

2.5 -10 5 

h(TK) 2 - 1 t ) 5 

ho(TK) 5 

1.5 -10 5 

1 -10 5 

4 

0 

280 290 300 310 320 330 

ТК 

Рис. 7.5. Представление энтальпии для размытого фронта плавления 
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Итак, мы обобщили исходную формулировку одномерного 
уравнения теплопроводности (сравните уравнения (7.1) и (7.8)), 
включив теплообмен на боковой поверхности, переменность по¬
перечного сечения, продольный конвективный перенос, а также 
возможные скачкообразные изменения физических параметров 
(как при плавлении или отвердевании). 

7.4. Применение функции Pdesolve для решения 
одномерных нестационарных задач 

В математических пакетах (Mathcad, Maple, Matlab) для 
численного решения одномерных нестационарных задач имеются 
встроенные функции, например, pdesolve в пакете Mathcad. Это 
освобождает пользователя от трудоемкой работы с дискретными 
(конечно-разностными) представлениями математического описа¬
ния. Внимание сосредоточивается на физической и математиче¬
ской постановке задачи, т.е. формулировке дифференциального 
уравнения, начальных и граничных условий, адекватных реальной 
инженерной проблеме. Функция Pdesolve будет основным ин¬
струментом исследования в данном подразделе. 

Обращение к встроенному интегратору выглядит следу
ющим образом: 

u : = p d e s o l v e ( u ' x ' (xMax) Л ( t M a x ) ' [ x p t s ] '
 [ t p t4 

Дифференциальное уравнение для u(x,t) и краевые 
условия вводятся в привычной математической нотации меж¬
ду служебным словом Given («дано») и обращением к инте¬
гратору pdesolve () («решить уравнение в частных производ¬
ных») (см. пример на рис. 7.9). 

При записи уравнения и краевых условий для указания 
частной производной используется буквенный подстрочный ин¬
декс. Например, Uxx(x,t) есть вторая частная производная от u по x. 
Буквенный (литеральный) индекс создают нажатием клавиши 
«десятичная точка». 

Кроме имени искомой функции u, в перечне аргументов 
функции pdesolve указывают: 

• 2-элементный вектор-столбец (0, xMax) T, содержащий 
граничные значения координаты x; 
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• 2-элементный вектор-столбец (0, tMax) T, содержащий 
граничные значения времени t; 

• xpts необязательный параметр, задающий число точек 
пространственной дискретизации; 

• tpts необязательный параметр, задающий число точек 
временной дискретизации. 

Результат вычисления в pdesolve() присваивается функции 
с заданным пользователем именем, как в примере на рис. 7.9. 

Если pdesolve применяется к системе уравнений, то u как 
формальный аргумент должен быть вектором-столбцом с имена¬
ми искомых функций в качестве компонентов. Обращение к инте
гратору выглядит в этом случае следующим образом: 

= pdesolve 
Ч xMax ) • * | tMax J , ^ ^ 

Дополнительный сведения могут быть получены в Mathcad 
Help, в том числе, о применении в командной строке (не в вычис
лительном блоке Given) решателя numol для систем дифференци¬
альных уравнений в частных производных. 

Pdesolve применяется для гиперболических и параболиче¬
ских уравнений в частных производных и базируется на числен¬
ном методе линий (MOL). Производные по координате заменяют 
конечно-разностными представлениями: 

dL -^(dL ) Ax 

TP TE 

4 <-» • < -» • 
A x Ax 

West P East 

TEL - TP 

dx2 dx \dx 
Ax 

Ax Ax2 

где P, W, E - узлы сетки: центральный пункт (Point), для которого 
строится аппроксимация уравнения, и соседние узлы West и East, 
находящиеся слева и справа от P на небольшом расстоянии, рав
ном шагу сетки Ax. 
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Производную по времени оставляют в исходной непрерыв
ной форме. В результате такой «полудискретизации» получается 
следующее обыкновенное дифференциальное уравнение (относи
тельно независимой переменной время) для узла сетки P: 

^ = ^ ( w 2 Р Е ) . ( 7 . 1 0 ) 

Уравнения вида (7.10) можно записать для всех узлов сет¬
ки, с некоторыми модификациями для поверхностных узлов, где 
следует учесть граничные условия. Таким образом, вместо урав
нения в частных производных получается система обыкновенных 
дифференциальных уравнений, порядок которой равен числу уз¬
лов сетки. Решение этой редуцированной задачи, т.е. интегриро¬
вание системы обыкновенных дифференциальных уравнений, яв¬
ляется хорошо изученной проблемой численного анализа. 

Функция Pdesolve пакета Mathcad применяется для чис¬
ленного анализа широкого круга модельных задач, описываемых 
обобщенным уравнением (7.7). 

7.5. Исследование затухания температурных волн 

Описание проблемы. Цель исследования 
Пусть температура жидкости, обтекающей один из торцов 

латунного стержня (рис. 7.1), изменяется во времени по синусои
дальному закону. Интенсивность теплообмена на этой поверхности 
считается большой, благодаря высокой скорости теплоносителя. 

Другой торец стержня адиабатически изолирован, так же 
как и боковая поверхность стержня. 

Требуется: 
• рассчитать и визуализировать пространственно-

временное температурное поле в стержне; 
• сопоставить амплитуду, частоту и фазу колебаний на 

обоих торцах стержня; 
• варьировать в численных экспериментах частоту колеба¬

ний температуры. Описать характер изменения температурного 
поля в стержне при увеличении частоты; 

• найти на основании численных экспериментов зависи¬
мость глубины проникания колебаний от периода (частоты). 
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Компьютерная модель предоставляет возможность поэкс¬
периментировать с постановкой краевых условий. Пусть, напри¬
мер, необходимо отказаться от условия адиабатичности торца 
стержня и заменить его на условие изотермичности. Полезно 
представить себе, каким образом можно добиться этого на реаль¬
ной установке и как отразить это изменение в математической 
модели. После проведения численных экспериментов с модифи¬
цированной моделью можно зафиксировать изменения в характе¬
ре получающегося нового температурного поля и проследить 
связь между измененной постановкой и результатом. 

Актуальность проблемы 
С температурными колебаниями часто имеют дело в при

роде и в технике. Например, в строительстве, сельском хозяйстве, 
коммунальном хозяйстве важно знать, на какую глубину прони¬
кают в грунт суточные, сезонные или даже климатические темпе¬
ратурные колебания. Это важная проблема для различных трубо¬
проводов, в том числе магистральных нефте- и газопроводов. 

Температурные пульсации имеют место в стенках цилин¬
дров двигателей внутреннего сгорания, что следуем учитывать 
при прочностных расчетах. 

Мощные импульсные воздействия характерны для многих 
новых технологий, в том числе, для термоядерной энергетики, для 
лазерной поверхностной термической обработки и т.п. 

Температурные колебания используются для измерения 
теплофизических параметров, таких как температуропроводность. 

При периодических изменениях температуры жидкости 
(теплоносителя) тепловой поток попеременно то поступает в об¬
текаемое горячей жидкостью тело, то отводится от него в сменя¬
ющий поток холодной жидкости. По этому принципу работают 
так называемые регенеративные теплообменники, и математиче¬
ская модель может быть применена для оптимизации режимов 
такого теплообменника. 

Задачи о прогреве и остывании в больших пространствен¬
ных и временных масштабах решаются при анализе космологиче¬
ских проблем (см., например, задачу Томсона (лорда Кельвина) об 
остывании Земли). 

245 



Модельные представления. Математическое описание 
Как следует из общего описания задачи, внутренние ис

точники теплоты отсутствуют, qv = 0, так же как отсутствует и 
добавление qv+ , имитирующее теплообмен на боковой поверхно
сти, qv+ = 0. 

Примем (необязательное) предположение о несуществен
ном влиянии температурной зависимости физических параметров 
на характеристики колебаний и будем считать физические пара
метры л, р, cp стержня постоянными. 

В рамках указанной постановки задачи представим диф
ференциальное уравнение теплопроводности (7.4) в виде: 

dt д21 /-7 1 1 \ — = а—,-' ( 7 . П ) 

где а = А/(р Cp) - коэффициент температуропроводности. 
Опишем условия взаимодействия с окружающей средой на 

торцах стержня и сформулируем граничные условия. 
Один из торцов стержня, например левый (x = 0), адиаба¬

тически изолирован. Это означает, что задан тепловой поток, рав¬
ный нулю, т.е. поставлено граничное условие второго рода (усло¬
вие Неймана): 

( 
х=+0 

0 . (7.12) 
х=+0 

На правом торце (x = L) происходит конвективный теплооб¬
мен с жидкостью, поэтому следует поставить граничное условие 
третьего рода (условие Роббина), причем температура жидкости tf2 
должна быть задана как некоторая функция времени, с целью осу¬
ществить периодическое тепловое воздействие на стержень: 

dx 
= ot2 (t(x = L , x ) - t f 2 (т) ) . (7.13) 

Коэффициент теплоотдачи a2 должен быть достаточно 
большим: 

„ . a 2 L 
Bi L = ^ — » 1, 

L X 

чтобы температура t(x = L , T ) торца стержня следовала за времен¬
ными изменениями температуры жидкости tf2. 

t 
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Начальное распределение задано в простейшей форме 
как постоянная по длине стержня величина. 

t ( x, x = 0 ) = 10 . 

Программирование 

(7.14) 

Ввод исходных данных 
Исходные данные вводятся посредством объекта управле

ния Text box, Web Control (рис. 7.6, рис. 7.7). Контроль размерно
сти величин возлагается на пользователя. Следует вводить вели
чины в системе СИ, без десятичных приставок типа «мега», «мил¬
ли», при необходимости используя степени десяти. 

Геометрические параметры объекта: 

Д л и н а с т е р ж н я L L := m 

|0.04 

Теплофизические свойства: 

А := 
100 

W 

m K 
Р : = 

9000 

kg 

m 3 

c p ' P s 
a = 2.778 x 10 ' 

Параметры теплового воздействия: 

С р е д н я я т е м п е р а т у р а ж и д к о с т и , K 

А м п л и т у д а к о л е б а н и й , K 

П е р и о д к о л е б а н и й , с е к у н д 

К о э ф ф и ц и е н т т е п л о о т д а ч и — 

м 2 к 

c p 

400 

T f _ m e a n 
700 

Amplitude := 

300 

Period := 

60 

25000 

J 

k g K 

Рис. 7.6. Ввод исходных данных 

:= 

А 
a := 

:= 
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Начальные условия: 

Н а ч а л ь н а я т е м п е р а т у р а стержня, K 
T i n i t 

700 

Параметры счета: 

В р е м я н а б л ю д е н и я , число периодов N o f P e r i o d s := 

3 

Число точек дискретизации 
на один период 

n T i m e _ p e r _ P e r i o d := 

41 

Число точек дискретизации n X := 

по д л и н е стержня 41 

:= 

тMax := N o f P e r i o d s P e r i o d T M a x = 1 8 0 т Ma: 

Лт := 

n T i m e _ p e r _ P e r i o d - 1,  

n T i m e := ( n T i m e _ p e r _ P e r i o d - 1 ) - N o f P e r i o d s + 1 И n T i m e = 121 

P e r i o d 
Лт := Лт = 1.5 

Рис. 7.7. Начальные условия и параметры счета 

Описание внешних тепловых воздействий 
Пользовательская функция (рис. 7.8) для температуры 

жидкости, обтекающей правый торец стержня, содержит три чис
ловых параметра: среднее значение, амплитуду и период колеба
ний. Наибольший интерес представляет влияние частоты (или пе
риода, Period) колебаний на распространение температурных волн 
в твердых телах. 

Предполагается, что уровень температуры высокий, т.е. в 
реальном прообразе модели применяется высокотемпературный 
теплоноситель, возможно жидкий металл (например, натрий) или 
расплавленная соль. Такие теплоносители обеспечивают высокий 
уровень интенсивности теплоотдачи. 
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T f ( т ) := T f m e a n + A m p l i t u d e • s i n I 2 •% 
P e r i o d 

Рис. 7.8. Температура жидкости как функция времени 

Постановка и численное интегрирование краевой 
задачи теплопроводности 

Краевая задача (7.11)-(7.14) вводится в блок 
Given...Pdesoive. Это центральная часть компьютерной модели. В 
формулировках дифференциального уравнения и краевых условий 
концентрированно выражено физическое содержание анализиру¬
емого процесса. 

Результат численного решения посредством встроенного 
интегратора Pdesolve выводится как функции Т(х,т) (см. рис. 7.9). 

G i v e n 

T T ( x , т ) = a • T y y ( x , т )Д""^~д"йфференциальное уравнение теплопроводности 

T (x , 0 ) = T i n i t «- Начальное условие 

T x ( 0 , т ) = оИ^Граничное условие при x=0 

%• T x ( L , т ) = a ( T ( L , т ) - T f ( т ) ) Д < - Граничное условие при x=L 

T := P d e s o l v e 
( о ^ 

T , x ,1 L 1 > т > 

( о ^ 
ч т M а x j 

, n X , nTime Численное интегрирование 

Рис. 7.9. Постановка и численное интегрирование краевой задачи 

т 
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Визуализация решения 
Целью исследования является распространение темпера

турных пульсаций вдоль стержня, поэтому важно зафиксировать, 
как выглядят колебания температуры на левом теплоизолирован¬
ном конце стержня по сравнению с вынужденными пульсациями 
на правом обогреваемом торце. Графики на рис. 7.10 отображают: 

• Рассчитанную температуру обогреваемого (правого) 
торца стержня T ( L , T ) ; 

• Заданную пульсирующую температуру жидкости T(x); 
• Рассчитанную температуру изолированного (левого) 

торца T(0,x). 
В рассматриваемом примере температуры T(L,x) и T/x) 

практически совпадают благодаря большой величине коэффици
ента теплоотдачи а. Пульсации затухают вдоль стержня. При этом 
возникает сдвиг фаз при сохраняющейся частоте колебаний. 

Рис. 7.10. Изменение температуры торцевых поверхностей 
стержня и температуры жидкости во времени 

Полное пространственно-временное представление про¬
цесса дается трехмерным графиком на рис. 7.11, созданным 
встроенной функцией CreateMesh. Эта функция генерирует сетку 
в основании трехмерного графика и для каждого узла этой сетки 
определяет значения координат (x,Time) и функции T. Получается 
три матрицы, из которых как из элементов составляется результи¬
рующий массив xTimeTarray. 
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По вертикальной оси откладывается температура, а в го¬
ризонтальной плоскости - координата вдоль стержня x 
и время Time. 

x T i m e T _ a r r a y 

Рис. 7.11. Пространственно-временная диаграмма пульсаций температуры 

Рис. 7.12. Пространственное распределение температуры 
для некоторого момента времени 

Другой способ визуализации непосредственно связывает 
материальный объект и температурное поле. На рисунке 7.12 мы 
смотрим на стержень сбоку и фиксируем области с разной темпе-
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ратурой посредством цвета. Примерно такую картинку можно 
увидеть, нанеся на стержень термочувствительную краску (веще¬
ство с жидкокристаллической структурой). Поскольку поле одно¬
мерное, мы наблюдаем изменения вдоль стержня (по горизонта¬
ли), но в поперечном сечении температура не меняется: изотермы 
нормальны к оси стержня. 

Наблюдаемая картина (рис. 7.12) - это мгновенный снимок 
температурного поля. Цельная динамическая, временная история 
температурного поля получается с помощью анимации - последо¬
вательной демонстрации картинок для достаточно близких после¬
довательных моментов времени. 

При выполнении работы или учебного проекта следует по¬
строить анимацию для конкретных полученных результатов. Тех
ника построения анимации отображена на рис. 7.13 для случая, 
когда демонстрируется график распределения температуры по 
длине стержня для последовательных моментов времени. 

Рис. 7.13. Анимация графиков 
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Вариации параметров 
Численный эксперимент предполагает проведение расче¬

тов при различных значениях определяющих параметров, сопо¬
ставление результатов посредством рассмотренной выше техники 
визуализации и формулировку конструктивных выводов. 

Проследим за влиянием частоты (периода) колебаний. 
Температурное поле для десятикратно уменьшенного периода 
(десятикратно увеличенной частоты) (рис. 7.14) значительно от
личается от исходного варианта (рис. 7.11). 

На основе детальных численных экспериментов необхо¬
димо выявить влияние частоты на распространение температур¬
ных волн в твердых телах. 

x T i m e T _ a r r a y 

Рис. 7.14. Температурные волны при десятикратно 
уменьшенном периоде колебаний 

Для этого прежде всего вводят количественную меру зату¬
хания по глубине как отношение амплитуды колебаний на глу¬
бине H к амплитуде на поверхности и задают степень ослабления 
- обычно в «е» раз, где «е» - основание натурального логарифма: 

^ = I e = 2,73. 
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Далее строят график относительной амплитуды по длине 
стержня. Ясно, что пересечение этого графика с горизонтальной 
прямой на уровне 1/e определит область вблизи правого торца, 
которую мы называем глубиной проникновения температурных 
возмущений (или толщиной температурного пограничного слоя, 
если эта величина существенно меньше полной длины стержня). 

Эти операции можно полностью автоматизировать, но в 
численном эксперименте полезно оставить место и для ручной ра¬
боты. Операции, которые нужно выполнить, чтобы провести серию 
численных экспериментах с различными значениями периода коле¬
баний и зафиксировать полученные значения глубины, иллюстри¬
руются экранной копией рабочего листа Mathcad (рис. 7.15). 

Массив Period-Depth заполняется вручную. Значения глуби
ны проникновения снимаются с графика в режиме "Trace": коорди¬
наты точки, заданные курсором, выводятся в специальном окне. 

iX := 1 .. nX X i X := 
L 

m a x [ ( l 

n X - 1 

• \ < i X l 

•(iX - 1) 

array , n [ ( T 

A < i X l 
array 

2 

If s tandard 
Input a b o v e 
is disabled : 

Period = 24 

f i n X 

1 

7 

' 24 0 . 0 2 4 5 4 

12 0 . 0 2 9 

Period_Depth := 6 0 . 0 3 2 

3 0 . 0 3 4 5 

. 1 5 0 . 0 3 6 , 

I H := L - P e r i o d _ D e p t h 

-<1> X0 := Period_Depth 

" H 0.01 

i2> 

i Г 

_1_ 
5 10 

P e r i o d 

1 0 2 0 3 0 

P e r i o d 

Рис. 7.15. Построение зависимости глубины проникновения 
температурных волн от периода колебаний 

0 . 5 

0 
0 

0 . 0 2 
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Работа завершается построением графика зависимости 
глубины от периода и построением аппроксимирующей зависи
мости. Ее вид можно найти из соображений размерности, прини
мая, что глубина H , м, определяется коэффициентом температу
ропроводности а, м 2/с, и периодом то, с (то - другое обозначение 
для Period): 

H = const ̂  а т 0 . 

Значение константы должно быть определено из числен
ных экспериментов. 

Влияние других параметров, задаваемых при постановке 
задачи (см. рис. 7.6, рис. 7.7), может быть темой специальных ис
следований. Ограничимся здесь только демонстрацией десяти
кратного уменьшения коэффициента теплоотдачи а на обогревае
мом правом торце (рис. 7.16, сравнить с рис. 7.10). 

1120 1120 1 1 1 

940 
• • - • • • • 

• • 
• _ 

T ( L , х • • 
• • 

Tf(x) 760 

T ( 0 , х 

580 
• • 

• • • • • • 

400 

• • 
• • 

• • 
• • 

т. .• 400 
0 50 100 

X 

150 

Рис. 7.16. Температурные волны в стержне при десятикратно 
уменьшенном коэффициенте теплоотдачи на обогреваемом торце 

7.6. Задача о перемещающемся фронте плавления 

Парафиновый стержень длиной L с изолированной боко¬
вой поверхностью (или тонкая парафиновая пластина толщиной 
L) с начальной температурой Tinit обогревается с правой стороны 
теплоносителем с температурой Tf. Левая сторона теплоизолиро
вана. В интервале температур Tinit + Tf находится температура 
плавления парафина T„ett. Ясно, что сначала парафин будет в 
твердом состоянии, но в конце концов расплавится, если прогрев 
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будет продолжаться достаточно долго. Задачей численного моде
лирования является расчет нестационарного одномерного темпе
ратурного поля T(x, т) с идентификацией перемещающегося фрон
та плавления (рис. 7.17). 

Рис. 7.17. Фронт плавления 

Это модельная задача для теплового аккумулятора из пла
стин толщиной 2L, обтекаемых с двух сторон теплоносителем 
(плоскость x = 0 является плоскостью симметрии). Конструктив
ные решения для такого рода аккумуляторов с расплавами могут 
быть различными, например, сотовые структуры с маленькими 
ячейками, заполненными парафином, или гранулы парафина в 
каком-либо заполнителе и т.п. Существуют также вещества с фа
зовым переходом типа «твердое тело-твердое тело», а не «твердое 
тело-жидкость», как для парафина. 

Пусть продолжительность стадии аккумуляции тепла со
ставляет тМах. Требуется определить значение L, для которого 
парафин полностью расплавится по всей толщине стенки, что со¬
ответствует достижению максимальной тепловой емкости акку¬
мулятора данной массы. 

Этапы моделирования представлены на рис. 7.18 -
рис. 7.23. Мы ограничимся краткими комментариями, поскольку 
ход работы понятен из приведенных подробных распечаток 
Mathcad программы. 

256 



Полутолщина парафиновой пластины L, м L := 0 . 0 4 

Температура плавления парафина, K 
T m e l t := 

Начальная температура, K 
T i n i t : = 2 6 3 T i n i t : = 2 6 3 

Tемпература теплоносителя на правой T f := 3 3 3 
поверхности x = L , K 

Коэффициент теплоотдачи, 
Вт  

7 K K 
а := 1 0 0 

Левая поверхность x = 0 адиабатически изолирована (плоскость симметрии) 

Теплофизические свойства парафина: 

S - sol id, L - liquid 

A := 0 . 1 8 5 

A 

W 

m K 

a S = 

p := 7 7 0 — 
kg 

m 3 

1.335 x 10 
7 

c p S : = 1 8 0 0 

c p L : = 2 4 0 0 

p c p S 

Толщина фронта плавления, K 

Теплота плавления, Дж/кг 

6 T := 1 

A h S L := 1 8 1 0 0 0 

J 

k g K 

J 

k g K 

Рис. 7.18. Программа Melting («Плавление»): ввод данных 

Диапазон температур выбран достаточно широким 
(рис. 7.18), чтобы наглядно показать отдельные стадии работы 
аккумулятора. Вообще говоря, этот интервал может определяться, 
например, самыми низкими ночными и самыми высокими днев¬
ными температурами, если речь идет о тепловом аккумуляторе в 
жилом доме или офисе. 
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Описанные выше процедуры сглаживания (см. Фазовые 
превращения) реализованы здесь более тщательно: функция 
Хевисайда аппроксимирована гладкой функцией ошибок, улуч
шено разрешения благодаря отсчету температуры от точки плав
ления (рис. 7.19). 

Теплоемкость, Дж/(кгК), и температуропроводность, м2/с, в интервале температур, 
включающем фазовый переход, : 

280 300 320 

TK 

Рис. 7.19. Программа Melting: аппроксимация скачков 

Дифференциальное уравнение теплопроводности записано 
для избыточной температуры 0(х, т), отсчитываемой от точки 
плавления (рис. 7.20). Численное интегрирование осуществляется 
методом Pdesolve. 
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Параметры счета: 

Время наблюдения ДтМаж : 4000(Д 

Число точек дискретизации по длине nX := 100 
стержня и на временном интервале: 

nTime := 1000 

Отсчет температуры от точки плавления: 

e init : = T init - T m e l t e m e l t : = 0 e f : = T f - T m e l t 

Постановка и решение краевой задачи теплопроводности 
Задача с фронтом фазового превращения: 

Given 

| б т (x ,т) = a ( 6 ( x , т)) • 6 x x ( x , т) << Дифференциальное уравнение 

6(x, 0) = 6 i n i t << Начальное условие 

6 x ( 0 , т) = 0 << Граничное условие при x=0 

|-Л 6 x ( L , т) = a ( 6 ( L , т) - 6 f ) << Граничное условие при x=L 

<< Численное интегрирование 
I т г о 

6 := P d e s o l v e 6, x, , ,, т, , ,, n X , nTime  
L I L J {тMax J  

Возврат к исходной шкале температуры 

Т(х,т) := 6(х,т) + Т т е | ( И 

Рис. 7.20. Программа Melting: интегрирование методом Pdesolve 

Чтобы наглядно показать специфику процесса с фазовым 
превращением, решена также задача без плавления, с постоянными 
свойствами, соответствующими твердой фазе парафина (рис. 7.21). 

Однофазная задача сравнения: 

Given 

T ^ x , т) = a s • T x x ( x , т) << Дифференциальное уравнение 

T ( x , 0) = Ti n it << Начальное условие 

T x ( 0 , т) = 0 << Граничное условие при x=0 

1-Л T x ( L , т) = a ( T ( L , т) - Tf) << Граничное условие при x=L 

Г Г0 ̂  Г 0 ̂  
T s 0 l i d := Pdesolve T , x, , т , , 

S 0 l i d L I L J I тMаx J 

<< Численное интегрирование 

Рис. 7.21. Программа Melting : интегрирование однофазной задачи 
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Сопоставление температурных кривых для задач с плавлени
ем (T) и без него (TSOM) дано на рис. 7.22. 

• I 
В р е м е н н о е и з м е н е н и е т е м п е р а т у р ы на поверхности x = L и в ц е н т р е x = 0 д л я 

з а д а ч и с п л а в л е н и е м и о д н о ф а з н о й задачи: 

3 3 3 

T ( 0 х ) 3 1 5 . 5 

T S o l i d ( L ' х ) 

2 9 8 

T S o l i d ( 0 • х )  

T m e l t 2 8 0 . 5 

3 3 3 

T ( 0 х ) 3 1 5 . 5 

T S o l i d ( L ' х ) 

2 9 8 

T S o l i d ( 0 • х )  

T m e l t 2 8 0 . 5 

— — 1 1 

** 

• 

3 3 3 

T ( 0 х ) 3 1 5 . 5 

T S o l i d ( L ' х ) 

2 9 8 

T S o l i d ( 0 • х )  

T m e l t 2 8 0 . 5 

; / 

— #• 

2 6 3 

f 
< 

.' 1 1 1 
2 6 3 

0 1 х 1 0 4 2 х 1 0 4 

х 

3 х 1 0 4 4х 1 0 4 

А н и м а ц и я F R A M E := 6 0 Ах := 1 0 0 

T m e l t 

2 8 0 -

0 0.01 0 . 0 2 0 . 0 3 0 . 0 4 

x 

Рис. 7.22. Программа Melting: сопоставление временных 
и пространственных изменений температуры 

для задач с плавлением и без него 
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Полезно самостоятельно проанализировать заметные отличия 
и сформулировать ответы, например, на следующие естественно 
возникающие вопросы. 

• Почему сильно увеличивается общее время прогрева, ес
ли имеет место плавление? 

• С чем связан перелом кривых на временном и простран¬
ственном графиках рис. 7.22 (теплопроводность X в обеих фазах 
парафина практически одинакова)? 

• Начальные и конечные температур s обеих сравниваемых 
систем одинаковы (T i m t и T f). Почему, однако, система с плавлением 
считается более эффективным тепловым аккумулятором? 

Пространственно-временная диаграмма для системы с 
плавлением представлена на рис. 7.23 

xTimeT_array, Tmelting 

Рис. 7.23. Программа Melting: пространственно-временная 
диаграмма распространения фронта плавления 

(горизонтальная плоскость - температура плавления) 

При вариациях параметров счета, например, при попытке 
увеличить nX и nTime, может сильно увеличиться время счета или 
даже произойти аварийное прекращение работы программы. Сле-
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дует признать, что задача с резкими изменениями коэффициентов 
дифференциального уравнения (в нашем случае a(T)) оказывается 
сложной для интегратора Pdesolve. 

Решение методом прогонки (TDMA) 
Проводим вычисления на разработанной в гл. 6 модели с 

применением метода прогонки. Потребовалась некоторая моди
фикация программы, поскольку сеточное число Fo стало теперь 
одномерным массивом, а не скаляром - ввиду зависимости 
свойств от температуры (рис. 7.24). Сопоставительные вычисле
ния для систем с плавлением и без фазового перехода представле
ны на трехмерных диаграммах (рис. 7.24). 

0 TimeHistory 
И T i m e H i s t o r y ( M e l t , Л , q v , T O , T f , B i , P u l s e , n T i m e ) 

Ti meH istory 

f o r i T i m e e 1 .. n T i m e 

F o < - a ( T 0 - M e l t ) •• 

( 2 q v ^ 
Q v < - F o ^ Д х 2 — . 

V I Л ) 
S < - C o e f ( F o , Л , Q , T O , T f , B i , P u l s e , i T i m e ) 

T S Y S T R D ( S ( 1 > , S < 2 > , S < 3 > , S < 4 > ) 

<iTime> 
F ^ - T 

F 

I M e l t := 1| T := T i m e H i s t o r y ( M e l t , Л , q v , T O , T f , B i , P u l s e , n T i m e ) 

M e l t := 0 T S o l i d := T i m e H i s t o r y ( M e l t , Л , q v , T O , T f , B i , P u l s e , n T i m e ) 

Рис. 7.24. Программа Melting: интегрирование методом TDMA 
(методом прогонки) 

Д х 

T O < - T 
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Сравнение двух методов - встроенного Pdesolve и специаль¬
но разработанной программы TDMA - оказалось далеко не в пользу 
«фирменного» Pdesolve. Скорость и устойчивость счета по програм
ме TDMA существенно выше, и при необходимости можно значи¬
тельно увеличить пространственное и временное разрешение. 

Объяснение большей эффективности метода прогонки 
(TDMA) заключено в том, что TDMA является прямым (не ите
рационным) алгоритмом решения систем конечно-разностных 
уравнений. Следует, однако, признать, что «сервис» при работе с 
Pdesolve, обеспечивающий работу с уравнениями и краевыми 
условиями в обычной математической нотации, несколько урав¬
новешивает недостатки эффективности. 

7.7. Гиперболическое уравнение теплопроводности 

В технологиях, связанных с мощными импульсными теп¬
ловыми воздействиями, формируются столь быстро меняющиеся 
температурные поля, что возникает вопрос о применимости зако¬
на теплопроводности и дифференциального уравнения теплопро¬
водности Фурье: 

—A grad; 

_ v ( 7 . 1 5 ) 

Действительно, классические формулировки (7.15) дают 
бесконечную скорость распространения температурных возмуще¬
ний. Например, скачкообразное повышение температуры на по¬
верхности полуограниченного массива сразу же будет замечено 
на большой глубине: возмущение может быть малым, но не рав¬
ным в точности нулю, как должно было бы быть при физически 
корректном распространении с конечной скоростью. 

Простейшая модификация закона Фурье для сверхбыстрых 
процессов основана на идее запаздывания теплового потока: 

, + Г ) = -Л grad , , (7.16) 

где r - радиус-вектор точки (пространственная координата), т г -
время тепловой релаксации. Это соотношение утверждает, что 
тепловой поток не может возникнуть сразу же, одновременно с 
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возникновением некоторого градиента температуры, а только с 
некоторым запаздыванием т г. 

Разложение левой части (7.16) в ряд по т г и линеаризация, 
предполагающая малые значения хг, дает: 

т + т г — , т =—A grad ,х). т 
(7.17) 

Подстановка в уравнение сохранения энергии: 
1 

— = div (7.18) 
т Р v 

приводит к гиперболическому дифференциальному уравнению 
теплопроводности: 

1 
— = div(—A grad т г — ; 
т Р р т 

— V 2 — (div 
р v 1 

— \ р Р — 

(7.19) 

г „- 2 

вместо классического уравнения параболического типа: 

— = a V21. 
дт 

Можно показать, что решение гиперболического уравне
ния (7.18) представимо в виде суммы двух бегущих волн, распро¬
страняющихся в противоположных направлениях с конечной 
скоростью C: 

t (x, т ) = ф(x - C т) + у ( x + C т); 

C = £ (7.20) 

Скорость температурных волн C по порядку равна скоро¬
сти распространения звука, что позволяет оценить время релакса¬
ции. Для металлов С ~ 1000 м/с, a ~ 10 - 5 м 2/с, откуда Tr ~ 10 - 1 1 с. 
Это весьма малая величина по сравнению с характерным тепло¬
вым временем для крупномасштабных элементов энергетического 
оборудования. Поэтому классическое уравнение теплопроводно¬
сти применимо для большинства практически важных задач. 
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Полезно, тем не менее, оценить более наглядно соответ
ствующую границу. Пусть L - характерный размер объекта, 
например, толщина металлической стенки, в которой распростра
няются температурные возмущения. Принимая L в качестве ли
нейного масштаба, запишем уравнение теплопроводности в без
размерном виде: 

0 2 0 , 
т V 2 0; Fo к Fo 2 

т ref 
F o = —; = —

; 0 = ; R = -—; 

О ref (7.21) 

0 + R Fo 

l(t0-tref) 

Макроскопический масштаб времени T L определяется со¬
отношением: 

Fo 1 => T L = ± (7.22) 

Относительное (безразмерное) время релаксации составит: 

7Г- (7.23) 
Т L ( L 2 / a) L 2 

При TR << 1 мы возвращаемся к классической формулиров
ке. Если считать условной границей проявления волновых 
свойств TR ~ 1, то граничная толщина L объекта составит пример
но 10 - 8-10 - 7 м. Это область нанотехнологий. 

Для макроскопических объектов запаздывание будет су¬
щественным при мощных импульсных, разрывных воздействиях 
на границах, в начальные моменты развития температурных по¬
лей (примером такого рода проблем является рассеяние и отвод 
теплоты от мощного твердотельного лазера). По-видимому, об¬
суждаемый эффект существен для задач теплопроводности при 
криогенных температурах, вблизи абсолютного нуля. 

Согласно некоторым экспериментальным данным, гипер¬
болическое уравнение с временем запаздывания порядка секунды 
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описывает - при нормальных условиях - теплопроводность ком
позитных материалов в условиях периодических тепловых воз
действий, если дискретные включения и непрерывная среда обла
дают сильно различающимися теплофизическими свойствами. 

Далее с помощью компьютерной модели исследуются две 
характерные гиперболические задачи. Во-первых, сопоставляются 
процессы выравнивания температуры в тонкой пластине, рассчи
танные по уравнению Фурье и по гиперболическому уравнению 
теплопроводности. Во-вторых, рассматривается распространение 
температурной волны, вызванной импульсным тепловым воздей¬
ствием на поверхности. 

Выравнивание температуры 
Пусть в начальный момент времени задано синусоидаль

ное распределение по толщине пластины (или по длине стержня с 
изолированной боковой поверхностью) с максимумом посере
дине. Одного этого начального условия недостаточно для гипербо
лического уравнения второго порядка по переменной время. 
Необходимо второе условие, и мы будем считать, что начальное 
состояние выдерживалось некоторое время, так что и начальная 
скорость изменения температуры по времени нулевая. 

Температуры на поверхностях поддерживаются на посто¬
янном нулевом уровне. 

Требуется рассчитать - по гиперболической модели (7.21) 
- процесс выравнивания температурного поля. 

Математическое описание этой одномерной нестационар
ной задачи представляют следующие уравнения: 

Гиперболическое дифференциальное уравнение теплопро
водности (7.21), преобразованное в систему двух уравнений первого 
порядка по времени введением новой зависимой переменной W: 

д T д 2T д 2T 
дт 2 дх 2 

(7.24) 
дт 

т„ дх2 дт 
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Начальные условия: 

T (x, x = 0) = sin(7ix) 

W (x, т = 0) = 0. 
(7.25) 

Граничные условия: 

T (x 

T (x 

0, т) = 0 

1, т) = 0. 
(7.26) 

Чтобы сделать запись уравнений в вычислительных про
граммах более компактной и наглядной, мы вернулись здесь к 
обычным обозначениям времени и координат, температуры и теп
лового потока, помня, что эти величины сделаны безразмерными 
отнесением к соответствующим масштабам. 

Задача решается численным методом Pdesolve в Mathcad. 
По результатам интегрирования, получив распределение 

температуры T ( X , T ) , мы хотели бы также найти поле теплового 
потока. В частности, определить тепловой поток на поверхно
сти пластины #0(т), отдаваемый в окружающую среду. Это не
просто сделать, поскольку классическая формулировка закона 
Фурье (7.15) неприменима, и вместо нее следует воспользо
ваться соотношением (7.17), являющимся дифференциальным 
уравнением (!). 

Ограничимся вычислением потока на поверхности: 

Обыкновенное дифференциальное уравнение первого по
рядка (7.27) численно интегрируется методом Odesolve в Mathcad 
(рис. 7.27). Правая часть полагается здесь уже определенной в ре¬
зультате решения системы (7.24) для температурного поля. 

Решение иллюстрируется рисунками рис. 7.25 - рис. 7.27. 
Относительная величина времени релаксации TR (см. (7.23)) при¬
нята равной 0,5. Это большое время задержки, и соответствующий 
эффект должен быть заметен. 

lx=0,T 

(7.27) 
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Hyperbolic heat conduction equation ( d i m e n s i o n l e s s form) 

т т ( x , т ) + т R-Ттт ( x , т ) = T x x ( x ) 
a-т 

L 2 L 

(must be converted to s y s t e m of equations in first tau-derivatives) 

L := 1 TMax := 4 

n X := 2 0 0 n T a u := 1 0 0 0 0 

т R := 0.5 

т R : 

a -т r 

:T2~ 

G i v e n \Л/т ( x , т ) = — - ( T x x ( x , т ) - W ( x , т ) ) T т ( x , т ) = W ( x , т ) 
т R 

T ( x , 0) = sin (n -x) W ( x , 0) = 0 T ( 0 , т ) = 0 T ( L , т ) = 0 

W " 
:= P d e s o l v e 

' ( W ( 0 
, , x , I I , т , I l , n X , n T a u 

.V T ) V L ) UMax g r a d T x ( x , т ) : = — T ( x , т ) 
x dx 

Рис. 7.25. Численное решение гиперболического уравнения 
теплопроводности 

Parabolic heat conduction equation (dimensionless form) 

Given T ( x , т ) = T x x ( x , т) 

T ( x , 0) = sin(?i-x) | T ( 0 , т) = 0 |T(L , т) = 0 

T F : = P d e s o l v e 

0 ̂  ( 0 ^ 
T , x , I | , т , I | , n X , nTau 

L ) U M a x ) 

T ( x , 0) 

тMax ^ 

T f x , ^ M a x 1 
V 10 ) 

T ( тMax ^ 
\ x ' 5 ) 0 

T ( x , тMax) 

0.5 

T F | x 

TF(X , 0) 

тMax ̂  

20 ) 0.5 

... ( тMax^ 

4 x ' T J 0 

TF(X , тMax) 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 - 0.5 
0 0.2 0.4 0.6 0.8 

Рис. 7.26. Распределения температуры по толщине для различных моментов 
времени: параболическая (справа) и гиперболическая (слева) задачи 
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Результаты сопоставлены с решением классической пара¬
болической задачи (рис. 7.26). Выявляются следующие различия: 

1. Гиперболическая модель: 
• относительно медленное выравнивание температуры; 
• затухание сопровождается колебаниями. 
2. Параболическая модель: 
• относительно быстрое выравнивание температуры; 
• апериодическое затухание. 
Эти эффекты отчетливо представлены также на верхнем 

графике рис. 7.27. 

-1 1 
G i v e n q 0 . ( т ) = g r a d T x ( 0 , т ) q 0 ( т ) q 0 ( 0 ) = - л 

т R т R 

q0 := O d e s o l v e (т , тMax , 1 0 0 0 0 ) 

2 -

t -

т 

Рис. 7.27. Температура в центре пластины для параболической (пунктир) 
и гиперболической (сплошная линия) задач. 

Тепловой поток и градиент температуры на поверхности 
(нижний график) для гиперболической задачи (TR = 0,5) 
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По-видимому, наиболее неожиданный результат состоит в 
периодическом снижении температуры ниже равновесного нуле¬
вого уровня, чего не наблюдается в чисто диффузионной парабо¬
лической задаче. Пояснением к этому эффекту служит нижний 
график (рис. 7.27), где сопоставлены тепловой поток и градиент 
температуры на поверхности. Эти величины оказываются в про-
тивофазе: на нестационарной стадии возможна ситуация, когда 
градиент температуры нулевой, а тепловой поток - максимален. 
Это парадокс гиперболической задачи, следствие запаздывания, 
принятого в формулировке (7.16), (7.17). 

1 

T ( 0 . 5 , т) 0 . 5 

T F ( 0 . 5 , т) 

• • • • 1 
0 1 2 3 4 

- 0.5 
т 

-1 1 
G i v e n ) = g r a d T x ( 0 , т) ) q 0 ( 0 ) = - л 

т R т R 

q0 := Odesolve(т , тMax , 1 0 0 0 0 ) 

Рис. 7.28. Температура в центре пластины для параболической (пунктир) 
и гиперболической (сплошная линия) задач (верхний график). 

Тепловой поток и градиент температуры на поверхности 
для гиперболической задачи (нижний график); T R = 0,05 

т 
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Снижение температуры ниже равновесного значения 
связано с запаздыванием теплового потока по отношению к 
градиенту температуры: градиент температуры уже изменил 
знак (падение температуры происходит теперь внутрь пласти¬
ны), но тепловой поток запаздывает - он все еще направлен 
наружу, что и объясняет снижение температуры ниже нулевого 
равновесного значения (закон сохранения энергии, конечно, 
остается справедливым). 

После нескольких колебаний установится нулевая равно¬
весная температура. Отмеченные особенности имеют место в об¬
ласти микромасштабов, где регистрируются заметные тепловые 
флюктуации. 

Практическое нивелирование различий между параболиче¬
ской и гиперболической моделью при десятикратном уменьше
нии времени релаксации демонстрируется на рис. 7.28. 

Распространение импульсных воздействий 
В начальный момент времени стержень с изолированной 

боковой поверхностью находится в тепловом равновесии: его 
температура, как и скорость изменения температуры по времени, 
полагается нулевой. 

Правый торец (x = L) теплоизолирован, т.е. тепловой поток 
поддерживается на постоянном нулевом уровне. Поэтому как для 
параболической, так и для гиперболической задачи градиент тем¬
пературы следует положить равным нулю. 

Левый торец (x = 0) подвергается импульсному воздей
ствию. Тепловой поток на поверхности меняется во времени по 
нормальному закону распределения (рис. 7.29). 

Длительность импульса принята примерно равной деся
той доли от времени наблюдения TMax, причем последнее до¬
статочно велико, чтобы после импульсного воздействия вновь 
установилось тепловое равновесие. 
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Non-Fourier heat conduction. 

D i m e n s i o n l e s s : x = - т = — т R = — T = — q = — q  

L L 2 R L 2 9 r e f i 
L 

- e r e f 

L := 1 тMax := 2 q m a x := 1 

Relaxation time, variable parameter 

т R : = 1 

Pulse at x=0 (time interval, center, normal distribution) 

т pulse : 

тMax 

2 0 
4 - т p u l s e q 0 ( т ) : = ^ a x ^ V 2 7 " ^ p u l s e ) - d n o r m ( т т p u l s e ) 

0 ( т ) : = I q 0 ( « ) d « Q h f : = W V 2 ^ - т p u l s e Q i n f = 0 . 2 5 1 

- 0 . 2 

Q ( т ) d q ^ (т) 0 

0.1 

5 

0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5 2 

Рис. 7.29. Формирование теплового импульса на поверхности 

0 

5 

т т 

Мы будем варьировать время релаксации TR и сопоставлять 
эволюцию температурного поля, рассчитанную по гиперболиче¬
скому и классическому (параболическому) уравнениям теплопро¬
водности. 

Математическое описание и операции численного инте¬
грирования представлены на рис. 7.30. 
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H y p e r b o l i c h e a t c o n d u c t i o n e q u a t i o n ( d i m e n s i o n l e s s form), c o n v e r t e d to 
s y s t e m of e q u a t i o n s in first t a u - d e r i v a t i v e s  

n X := 1 0 0 n T a u := 1 0 0 0 

G i v e n W x ( x , x ) = — - ( T ( x , x ) - W ( x , x ) ) T x ( x , x ) = W ( x , x ) 
x R 

T ( x , 0 ) = 0 W ( x , 0 ) = 0 - T x ( 0 , x ) = q 0 ( x ) + x R -^L q 0 ( x ) j T x ( L , x ) 

f W ^ f W i f 0 1 f 0 ^ 
1 I := P d e s o l v e 1 I , n X , n T a u 
V T ) V T ) V L ) V x M a x ) 

k := 0 . . 1 0 0 0 T 0 k := T l 0 , x M a x - k I T m a x := m a x ( T 0 ) T m i n := m i n ( T 0 ) 
k 1 n T a u 1 

I P a r a b o l i c h e a t c o n d u c t i o n e q u a t i o n ( d i m e n s i o n l e s s form)] 

G i v e n T x ( x , x ) = T x x ( x , x ) 

q 0 ( x ) ( 6 ) 
T ( x , 0 ) = 0 - T x ( 0 , x ) = — {106 - T ( 0 , x ) ) T x ( L , x ) = 0 

0 1 f 0 
T F := P d e s o l v e T , x , l I , x , l I , n X , n T a u 

F 1 L ) VxMax 

Рис. 7.30. Численное решение гиперболического 
и параболического уравнений теплопроводности 

Результаты для относительно малого времени релаксации 
TR = 0.1 показаны на рис. 7.31 - рис. 7.32. Сопоставлены распреде
ления температуры по длине стержня для различных моментов 
времени (рис. 7.31), а также временные распределения для не
скольких точек по длине стержня (рис. 7.32). Видно, что обе мо
дели теплопроводности при малых временах релаксации дают 
близкие результаты, т.е. обеспечивается правильный асимптоти
ческий переход к классической задаче. Однако и при столь малом 
времени релаксации отчетливо виден волновой характер решения 
гиперболической задачи. Эффект запаздывания, конечной скоро
сти распространения температурных возмущений, особенно заме
тен на последнем графике рис. 7.32, где показано временное из¬
менение температуры правого (изолированного) торца стержня. 

0 
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x R = 0 . 1 

I ' l l 0 0.4 

T f x , ^ M a x 1 
V 10 ) 

T f
 x ^ ) 

f x , 2.5 J0.2F 

f
 x , 1.25 j 

T ( x , xMax) 

T p ( x , 0) 

xMax 4\ 
T F f x 

T > f x 

T F f x 

T F f ^ 1.25 ) 

TF(X , xMax) 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 
0 0.2 0.4 0.6 0.8 

Рис. 7.31. Распределения температуры по толщине для различных моментов 
времени: параболическая (справа) и гиперболическая (слева) задачи 

0 . 4 

Q i n f 

T ( 0 , x ) 

T F ( 0 , x ) 0 . 2 

Q i n f 0 . 4 

T ( L , x ) 

T F ( L , x ) 
. . . . 0 . 2 
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0 . 4 

Q i n f 

T ( 0 . 5 , x ) 

T F ( 0 . 5 , x ) 0 . 2 

x 
x 

0.1 

0 
0 0 . 5 1.5 2 
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Рис. 7.32. Температура на поверхности x=0, в центре и на поверхности x=L 
пластины для параболической (пунктир) 

и гиперболической (сплошная линия) задач (TR = 0,1) 
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В качестве ориентира, для TR = 1 на рис. 7.33 показано 
изменение температуры во времени на облучаемой поверхно
сти, в центре и на изолированной поверхности. Условие TR = 1 
означает: при одинаковых по порядку времени релаксации и 
времени наблюдения теплового процесса. Различия оказывают
ся радикальными. Всплеск температуры на поверхности в два 
раза превышает предсказываемое классической теорией значе
ние. Очевиден волновой характер распространения темпера
турных возмущений. Правый торец долгое время ничего «не 
знает» о происшедшем на левом торце, вследствие конечной 
скорости распространения температурной волны (см. нижный 
график на рис. 7.33). 

Рис. 7.33. Температура на поверхности x=0, в центре и на поверхности x=L 
пластины для параболической (пунктир) 

и гиперболической (сплошная линия) задач (TR = 1) 
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Наиболее наглядное представление о решениях гипербо¬
лического уравнения теплопроводности дают анимации темпера¬
турных полей. Два коротких видеоролика позволяют сопоставить 
(для больших и малых значений времени релаксации TR) времен¬
ную развертку распределений температуры по длине (таких, как 
на рис. 7.31): 

7.8. Трудности в применении Pdesolve 

Как правило, численные методы решения тестируют, сопо
ставляя результаты с точными аналитическими решениями. Про¬
ведем такое сопоставление для задачи о прогреве полуограничен¬
ного массива (рис. 7.34 - рис. 7.37). 

Granite : X := 2 c p := 800 р := 2500 a := a = 1 х 10 

L := 1 Tinf := 0 T 0 := 100 

xMax := — — xMax = 6.25 х 1 0 4 — , L 

16-a 2>/a-xMax 

n X := 1000 n T a u := 1000 

Given T x (x ,x) = a - T x x ( x , x) T ( x , 0) = Tinf T ( 0 , x) = T 0 T x ( L , x) = 0 

T := Pdesolve 
0 ^ f 0 ^ 

T , x , l I , x , l I , n X , nTau 
L ) VxMax ) 

gradT(x, x) : = — T ( x , x) 
dx 

Температурное поле полуограниченного массива (аналитическое решение 

0 ( Л ) := 1 - erf(n) 
a t(x, x) - * J x 

So to - * „ V2<ax) 

x x 

T e x a c t ( x > x ) : = ( T 0 - T i n f 0 

2 \ / a _ -
+ Tinf 

' ° 1 2 3 gradTexact(x,x) := i - T ^ x , x) 

Рис. 7.34. Точное (Texact) и численное (T) решения задачи 
о полуограниченном массиве 
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100 

- f t -R-

x 

Рис. 7.35. Сопоставление точного (Texact, сплошные линии) 
и численного (T, окружности) решения 

0 5 х 1 0 3 0.01 0.015 0.02 

x 

Рис. 7.36. Сопоставление точного (Texact, сплошные линии) 
и численного (T, окружности) решения для малых значений времени 
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gradT (0 ,0) = - 9 . 9 9 x 1 0 4 Pdesolve 

g r a d T e x a c t ( o , 1 0 - 3 0 ) = - 5 . 6 4 2 x 1 0 1 9 Analytical 

0 

gradT(0 ,т) 
{

g
<

a d T ( 0 ) - 5x104  

g r a d T e x a c t ( 0 > т ) 

- 1x105  

- 1.5x105 

0 100 200 300 

gradT| 0 , T M a x 0.5 | = -5 .356 x 1 0 4 Pdesolve Error because interpolation !!! 
V nTau ) 

g r a d T e x a c / o , ^ X - 0 . 5 l = - 1 . 0 0 9 x 1 0 4

 л , .. , e x a c i ^ n T a u j Analytical 

Рис. 7.37. Ошибки при вычислении градиента температуры 

Решается задача о прогреве гранитного массива на глубину 
одного метра (рис. 7.34). Численное решение получают методом 
Pdesolve, аналитическое - методом автомодельных переменных 
(см. гл.5 «Нестационарная теплопроводность: аналитические ре
шения»). Как видно на рис. 7.35, где показано распределение тем¬
пературы по глубине массива для двух моментов времени, полу¬
чается очень хорошее согласование решений. 

Однако если построить такие распределения для самых 
первых моментов времени с начала прогрева, то численное реше¬
ние дает неудовлетворительные результаты (рис. 7.36). Неприят¬
ности начинаются, когда момент времени находится внутри пер¬
вого временного шага, задаваемого параметром nTau при обраще¬
нии к Pdesolve: 

тМах 
0 < т < . 

nTau 

TMax 1
 2 TMax 1 1  

nTau 2 n T a u 

~ а ~ -»—А—А—А-—Я—Я—Р>—Р>—Р>—п О—в—О 1 С/ 
1 1 1 
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Для этих же начальных моментов неправильно вычисляет¬
ся градиент температуры (и, следовательно, тепловой поток) на 
поверхности (рис. 7.37). 

Причина описанных неприятностей состоит в принятом в 
Mathcad способе внешнего (т.е. для пользователя) представления 
функции - решения Pdesolve (в нашем примере, функции Т(х,т)). 
В действительности численное решение выводится только в дис
кретных точках, задаваемых параметрами (nX, nTau), а представ
ление функции в промежутках получается посредством интерпо
ляции. Подробности этой процедуры в документации Mathcad не 
приводятся, но наш пример показывает, что принятый метод ин¬
терполяции плохо работает на начальном шаге по времени. Это 
недостаток Mathcad, который должен быть устранен его разработ¬
чиками, недостаток, аналогичный тому, который имеет место для 
встроенной функции Odesolve. 

Итак, формально Т(х,т) является функцией, которую мож
но вычислять, дифференцировать и т.п. Однако, как мы видели, 
этого нельзя делать для начальных моментов времени, меньших 
шага, задаваемого параметром nTau, поскольку интерполяция на 
концах отрезка интегрирования, принятая в Mathcad, неудовле¬
творительная. 

Решение проблемы состоит в увеличении параметров 
(nX, nTau), чтобы уменьшить шаг интерполяции и подойти ближе 
к граничным точкам, либо в разработке собственной специальной 
процедуры интерполяции вблизи граничных точек. 

Большое количество задач теплопроводности можно про¬
анализировать в режиме численного эксперимента с обобщенной 
одномерной моделью (7.7). Шаблоном для вычислительных про¬
грамм будет служить представленная выше компьютерная реали¬
зация (рис. 7.6 - рис. 7.12, а также примеры, на которые даны 
ссылки). 

Стационарные задачи решаются методом счета на уста
новление. Упомянутые в самом начале (см. Введение) трудности 
при описании реальных объектов (сильная температурная зависи¬
мость коэффициентов, сложность граничных условий и т.п.) отно¬
сительно легко разрешаются, если задача остается в рамках обоб¬
щенной одномерной модели (7.7). 
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Применение математических пакетов, таких как Mathcad, 
создает новую ситуацию в инженерном деле. Обратимся для при¬
мера к фрагменту программы на рис. 7.9, где численно интегриру¬
ется краевая задача для уравнения в частных производных (это 
компьютерная модель импульсных тепловых воздействий). Под¬
черкнем, что дифференциальное уравнение и краевые условия 
записаны в обычной математической нотации, а обращение к 
встроенному интегратору Pdesolve занимает всего одну строчку. 

В действительности за обращением к интегратору стоит 
сложная вычислительная программа (см. пояснения к формуле 
(7.10)), но это остается скрытым от пользователя. По существу, 
численный метод переводится в категорию рутинных автоматизи¬
рованных операций, благодаря чему внимание исследователя мо¬
жет быть полностью сосредоточено на главной творческой задаче -
разработке адекватной математической модели. 

Мы привели здесь краткое описание тенденции в развитии 
компьютерного моделирования. Она отчетливо видна для относи¬
тельно простых задач, подобных рассмотренной выше, и в мень¬
шей степени заметна для более сложных, таких как трехмерное 
нестационарное моделирование конвективного тепломассообмена 
в областях сложной геометрии. 

По-видимому, полная автоматизация и стандартизация по¬
строения моделей тепломассообмена еще далеко впереди. В 
настоящее время многие исследователи и расчетчики предпочи¬
тают разрабатывать собственные программы и сохранять полный 
контроль над выбором численных алгоритмов и кодом вычисли¬
тельных процедур, не без основания полагая, что это обеспечит 
надежность получаемых результатов (и/или избавит от проблем 
лицензионной чистоты). 
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Раздел 3. ТЕПЛООБМЕН ИЗЛУЧЕНИЕМ 

Глава 8. ЗАКОНЫ ТЕПЛОВОГО ИЗЛУЧЕНИЯ 

Тепловое излучение - это электромагнитное излучение, 
определяемое температурой излучателей. Видимый свет (длина 
волны 0,4 - 0,8 мкм, от фиолетового до красного цвета) является 
тепловым излучением поверхности Солнца с температурой при¬
мерно 6000 К. На Землю попадает около одной миллиардной доли 
солнечного излучения, но и эта малая доля в тысячи раз превос¬
ходит современную энерговооруженность человечества. Пробле¬
ма состоит в том, что мы еще не умеем эффективно превращать и 
использовать этот неиссекаемый поток энергии. 

При меньших температурах, в интервале 273 К - 4000 К, 
тепловое излучение занимает интервал более длинных волн, при¬
мерно от 0,8 мкм до 1000 мкм. Это диапазон инфракрасного излу¬
чения, от красной границы видимого света до дальнего миллимет¬
ровой области. Можно сказать, что тепловое излучение включает 
видимое и инфракрасное излучение. Это верно для тех темпера¬
тур, с которыми имеют дело в технике. Мы ощущаем тепло от 
инфракрасного излучения, когда греемся у костра, будучи отделе¬
ны от него слоем холодного воздуха. Или, напротив, чувствуем 
зимний холод, когда находимся вблизи даже хорошо уплотненно¬
го окна в теплой комнате. 

Большинство технических твердых материалов непрозрач¬
но для инфракрасного излучения. Поглощение и излучение про¬
исходит на поверхности тел и определяется температурой по¬
верхности и ее состоянием (шероховатостью, степенью окислен-
ности и т.п.). Твердые (плотные) тела имеют непрерывный спектр. 

Излучение газов (разреженных сред) существенно отличается 
от излучения твердых тел. Одноатомные и двухатомные газы (такие 
как азот, кислород) практически прозрачны для инфракрасного из¬
лучения и не излучают в этой области спектра. Трехатомные газы 
(особенно важны водяной пар и углекислый газ, содержащиеся в ат¬
мосфере и продуктах сгорания) сильно поглощают и излучают, но 
только на определенных длинах волн, соответсвтующих вращатель¬
ным уровням энергетических состосяний трехатомных молекул. Их 
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спектр имеет полосовой характер. Другая важная особенность - объ
емный характер излучения: малый объем газа или газ при очень ма
лом давлении содержит малое число излучающих (поглощающих) 
молекул и поэтому слабо излучает и практически прозрачен. Наобо¬
рот, большие объемы при большом давлении сильно излучают и по¬
глощают (в своих полосах спектра). 

Далее в этом разделе рассмотрены характеристики излуче¬
ния твердых тел. 

8.1. Количественные характеристики излучения 

Плотностью потока излучения E, Вт/м 2 называют поток 
энергии (Дж/c = Вт), излучаемый с единицы поверхности (м 2) по 
всем направлениям внутрь контрольной полусферы (см. рис. 8.1) 
на всех длинах волн: 

Рис. 8.1. К определению понятий плотности потока 
и энергетической яркости излучения. 

Если выделить с помощью подходящего фильтра некото
рый малый интервал длин волн от X до X + dX, измерить в указан
ном диапазоне плотность потока излучения dE, Вт/ м 2 и отнести 
этот поток к интервалу dX, то получится спектральная плотность 
потока излучения: 

EX= d E , (8.2) 
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показывающая, как сильно излучает тело на той или иной волне. 
Зависимость спектральной плотности от длины волны определяет 
спектр излучения. Пример спектра приведен далее на рис. 8.4. 

Плотность и спектральная плотность потока излучения 
связаны очевидным интегральным соотношением: 

(8.3) 

Энергетическую яркость I определяют как 

I = — , - В т

7 , (8.4) 

aadF cosijj ср 

где d 2Q, Вт - поток энергии, излучаемой площадкой dF, м 2 , внут
ри телесного угла dco, стерадиан, в направлении, составляющем 
угол \|/ с нормалью (см. рис. 8.1). 

Энергетическая яркость показывает, как сильно излучает 
тело в заданном направлении. Это важная характеристика, по
скольку при расчете теплообмена излучением приходится рассчи¬
тывать потоки от данной поверхности на другие тела, произволь¬
но расположенные в пространстве. 

Большинство технических материалов, с шероховатой, 
окисленной, «матовой» поверхностью, являются так называемым 
диффузными излучателями: их энергетическая яркость не зависит 
от направления (угла \|/). Для таких излучателей, как показано ни¬
же, плотность потока излучения E (по всем направлениям внутрь 
полусферы) связана с энергетической яркостью I простым соот¬
ношением: 

E 
I = - . (8.5) 

к 
Следовательно, излучение в заданном направлении можно 

подсчитать как 

d 2 Jdcod cosi|j. (8.6) 

Последнее соотношение называют законом Ламберта для 
диффузных излучателей. Доказательство этой формулы простое и 
следует из определения величин: 

^ 1 j d2Q = L j dco cos y . 
ни верхней по верхней 
полусфере полусфере 

d F п о в е р х н е й 

по верхней 
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Интегрирование производится по всем направлениям 
внутрь контрольной полусферы радиуса R. Яркость I выносится за 
знак интеграла как постоянная для диффузных поверхностей ве¬
личина. Элементарный телесный угол заменяется, согласно опре¬
делению, полоской на полусфере, отнесенной к квадрату радиуса 
(см. рис. 8.1): 

, dS ( 2 T I R s i n i | j ) ( R d i | j ) do — — — , 
R2 R2 

так что интеграл по полусфере сводится к вычислению таблично¬
го интеграла: 

/ ф = 0 2п sin ф cos ф = тс, 

откуда следует: E = In. 
Полезно пояснить само происхождение термина «яркость». 

Оно обязано световой аналогии и нашему зрительному восприя
тию. Если рассматривать святящуюся поверхность под разными 
углами, то видимой величиной поверхности будет dEcos(\|/). И 
если плотность потока излучения, отнесенная к этой видимой по¬
верхности, будет одинаковой независимо от угла зрения, то пред¬
мет будет казаться одинаково ярким со всех направлений. Следо¬
вательно, это - диффузный излучатель. 

Диффузнъм излучателем является абсолютно черное тело -
базовая модель в теории теплового излучения (п. 8.3). 

8.2. Классификация потоков излучения 

Различают собственное (Есоб), падающее (Епад), отражен
ное (Еотр), поглощенное (Епогл), эффективное (Еэф) и результи
рующее (Ерез) излучение. Смысл такой классификации в основ
ном понятен из названий и схемы на рис. 8.2. Перечисленные ве¬
личины могут быть интегральными или спектральными плотно¬
стями потоков излучения. При необходимости различать их, мы 
будем использовать индекс «X», как в (8.2), (8.3). 

Собственное излучение Есоб определяется температурой T 
самой поверхности; если эта температура определена, величина 
Есоб фиксирована и не зависит от величин всех других видов лу¬
чистых потоков на рис. 8.2. 
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Есоб 

Епогл 

}Еэф 

Рис. 8.2. Классификация потоков излучения 

Падающий на непрозрачную поверхность поток Епад ча
стично отражается и частично поглощается: 

Епад = Еотр + Епогл. 

Соответствующие отношения потоков 

1 = 
Еотр Епогл 

R+A 
(8.8) Дпаду v Дпад 

4 R ' 4 A ' 

определяют понятия радиационных свойств поверхности: R - ко
эффициента отражения и A - коэффициента поглощения 
(R, A < 1). Сектральные характеристики обозначаются соответ
ственно как RX и AX. 

Эффективное излучение Еэф - это полная плотность пото
ка излучения от поверхности тела, складывающаяся из собствен
ного и отраженного излучения: 

Еэф = Есоб + Еотр = Есоб + R • Епад. (8.9) 

Результирующее излучение Ерез определяют, записывая 
баланс потоков для двух контрольных поверхностей, бесконечно 
близких к реальной поверхности тела (рис. 8.2): 
с наружной стороны: 

Ерез = Еэф - Епад, 

с внутренней стороны: 

Ерез = Есоб - Епогл = Есоб - A • Епад. 

(8.10) 

(8.11) 
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Результирующий поток считается положительным, если он 
направлен от поверхности наружу. 

Все предыдущие соотношения справедливы также для 
спектральных величин. Например, последняя формула может 
быть записана в виде: 

Ерезх = Есобх -Епоглх =Есоб х - Ax • Епадх, (8.12) 

где A X - спектральный коэффициент поглощения, Есоб х - спек¬
тральная плотность собственного потока излучения, и т.д. 

8.3. Абсолютно черное тело. Закон Кирхгофа 

Тела, для которых коэффициент поглощения равен едини
це, А = 1, т.е. тела, полностью поглощающие падающее излуче
ние, называются (абсолютно) черными телами. Это базовое 
определение теории теплового излучения. Не следует слишком 
доверять аналогии со зрительным восприятием - например, ярко 
светящаяся поверхность Солнца есть черная поверхность, потому 
что она полностью поглощает падающее излучение. 

Собственное излучение черного тела определяется исклю
чительно его температурой. Собственное излучение реального 
тела рассматривают по отношению к излучению черного тела при 
той же температуре 

z ) = A zx Д = (8.13) 
о J ох , Л ) 

и называют это отношение степенью черноты г реального 
излучателя. Степень черноты - это радиационное свойство тела, 
вообще говоря, зависящее от температуры, материала и состояния 
поверхности (шероховатости, окисленности). Ясно, что степень 
черноты черного тела равна единице. 

Заметим, что введенные выше величины - коэффициент 
поглощения (8.8) и степень черноты (8.13) - существенно раз¬
личны по определению. Степень черноты - это свойство самого 
излучателя, независимое от того, подвержен ли объект воздей¬
ствию потоков излучения от других тел или нет. Напротив, коэф¬
фициент поглощения предполагает наличие падающего потока 
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излучения от других излучателей. Строго говоря, само определе
ние понятия A не исключает возможной зависимости интеграль
ного коэффициента поглощения от спектрального состава падаю
щего излучения. 

Связь между независимо определенными выше величина
ми степени черноты и коэффициента поглощения устанавливается 
законом Кирхгофа. 

I 

^ ь 
|Шпогл1111Р 

Рис. 8.3. К формулировке закона Кирхгофа 

Рассмотрим состояние теплового равновесия двух беско
нечных плоскопараллельных пластин с одинаковой температу
рой (рис. 8.3). В такой системе все излучение одной пластины по¬
падает на другую, а результирующий поток равен нулю. 

Пусть одна из пластин - абсолютно черная. Условимся все 
величины, относящиеся к черному телу, снабжать индексом «0». 
Заметим, что для черной поверхности эффективное излучение 
равно собственному Ео (черные тела все поглощают и ничего не 
отражают). 

Другая поверхность, с индексом «1» - реальная, с коэффи¬
циентом поглощения, меньшим единицы. 

Запишем условие детального - для монохроматических 
потоков - радиационного равновесия как соотношение (8.12) для 
пластины 1, учитывая, что падающее на пластину 1 излучение -
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это собственное излучение Еох черной пластины и что результи
рующее излучение равно нулю в равновесной системе: 

рез А = ( собя)!-( A)i с о б А ) 0 0 . (8.14) 

Отсюда непосредственно следует формулировка закона 
Кирхгофа: 

собяХ = ( x)i 'ох ( idem). ( 8 . 1 5 ) 

Сопоставляя с определением степени черноты (8.13), пред
ставляют результат в виде: 

£х= х ( idem) 
1 • Р 1

 ( 8 . ) х 1 > рх 1 . 

Закон Кирхгофа утверждает, что черные тела не только аб
солютные поглотители излучения (по определению), но и абсолют
ные излучатели. Действительно, коэффициент поглощения в уравне
нии (8.8) не может быть больше единицы. Его максимальное значе
ние - единица - имеет место как раз для черных тел. Черные тела -
максимальные излучатели при заданной температуре. 

Баланс потоков излучения (8.14) и закон Кирхгофа (8.15) в 
интегральной форме (т.е. для потоков излучения, просуммированых 
по всему спектру) записываются в аналогичной формулировке: 

рез соб х — х • соб 0 0 == 
с о б ! = г • с о б о == (8.17) 

( idem) 

Однако теперь необходимо дополнительное явно сформу¬
лированное ограничение: в условиях теплового равновесия с чер¬
ным телом, поскольку A1 - это коэффициент поглощения черного 
падающего излучения (см. примечания к формуле (8.13)). 

Чтобы исключить возможую зависимость интегрального 
коэффициента поглощения от спектрального состава падающего 
излучения, вводят модель серого тела с постоянным (не завися
щим от длины волны излучения) коэффициентом поглощения. В 
этом случая значения спектрального и интегрального коэффици¬
ентов поглощения одинаковы: 

гх = х Р . ( idem) (8.18) 
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Для большинства технических материалов с шероховаты¬
ми и окисленными поверхностями эта модель является хорошим 
приближением. 

Радиационные свойства существенно зависят от температу
ры. Это величины, значения которых следует выбирать из справоч¬
ных таблиц, полученных на основе обобщения опытных данных для 
различных материалов, состояния поверхности и температуры. 

8.4. Законы излучения абсолютно черного тела 

Закон Планка. Классическая физика объясняет возникно
вение теплового излучения тем, что при тепловом движении за
ряженные частицы вещества движутся с ускорением и, следова
тельно, излучают. Таким образом, внутренняя энергия превраща
ется в энергию электромагнитного излучения. Моделью классиче¬
ской физики был заряженный осциллятор (например, колеблю¬
щийся электрон) с энергией, равной энергии теплового движения 
(kT, где k - постоянная Больцмана, T - абсолютная температура), 
теряющий за единицу времени вследствие излучения энергию и 
поглощающий такую же энергию излучения, чтобы остаться в 
условиях равновесия. 

Однако соответствующая количественная теория потерпе¬
ла принципиальную неудачу, приведя к так называемой «ультра
фиолетовой катастрофе»: излучение бесконечно возрастало на 
коротких волнах и общее количество излучаемой энергии обра¬
щалось в бесконечность. 

Правильная теория теплового излучения основана на кван-
товомеханических представлениях, введенных Планком, согласно 
которым осциллятор (электрон, молекула) может иметь только 
дискретные уровни энергии, отстоящие друг от друга на величи¬
ну, равную произведению постоянной Планка на собственную 
частоту осциллятора: 

/гсо0. 

Вероятность нахождения на каком-либо дискретном 
уровне n пропорциональна множителю 

e x p ( - й о ) 0 / ) . 
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Осредненная с этими вероятностями энергия есть 
h 

По сравнению с классическим выражением, т.е. kT, имеется 
принципиальное различие: на больших частотах (коротких волнах) 
энергия резко уменьшается из-за большого экспоненциального мно
жителя в знаменателе. И только для малых частот (длинных волн) 
классическое и квантовое представление совпадают. Заметим, что 
круговая частота и длина волны связаны уравнением: 

Ш = 27ГС / X, 
где с - скорость света. 

Закон Планка устанавливает зависимость спектральной 
плотности потока излучения черного тела от длины волны и абсо¬
лютной температуры: 

E = 

^0X 
C , 1 
X5 exp(C2/ X T ) - 1 (8.19) 

где С, = 3,7412-10-16 Вт-м2 и C2 = 1,4388-10-2 м-К - абсолютные кон
станты, составленные из скорости света, постоянных Больцмана и 
Планка. Графическое представление закона Планка дано на рис. 8.4. 

Рис. 8.4. Спектральная плотность потока излучения абсолютно черного тела 
при различных температурах 
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Как видно из графиков на рис. 8.4, с увеличением темпера¬
туры растет уровень излучения на всех длинах волн и происходит 
сдвиг максимума излучения в сторону коротких волн. Положение 
максимумов излучения можно определить обычным способом, 
дифференцируя выражение закона Планка (8.19) по длине волны 
и приравнивая производную нулю. В результате получают закон 
смещения Вина: 

2,898 • 10 -3 

X = — , м. (8.20) 
макс T 

Используя световую аналогию, можно сказать, что зави¬
сящее от температуры положение максимума спектральной плот¬
ности на шкале длин волн определяет цвет излучения тел. Крас¬
ные звезды на небе холоднее Солнца - температура их фотосферы 
примерно 4000 K. Голубые горячие звезды имеют температуру 
фотосферы до 30000 K. 

Закон Планка (8.19) позволяет рассчитать собственное из¬
лучение тел при разных температурах и на разных длинах волн. 
Проиллюстрируем приложения закона Планка при проектирова¬
нии установок солнечной энергетики. Самые распространенные 
приемники солнечного излучения - это просто ящики с черным 
дном, закрытые стеклом. Высокотемпературное (6000К) солнеч¬
ное излучение имеет максимум в коротковолновой световой обла¬
сти (0,4 - 0,8 мкм), и прозрачное в этой области стекло свободно 
пропускает излучение внутрь приемника. Обратное излучение -
низкотемпературное (например, при 350 К) длинноволновое с 
максимумом на длине волны излучения примерно 10 мкм. Для 
такого обратного инфракрасного излучения стекло непрозрачно. 
Солнечное излучение оказывается в ловушке, и температура в 
приемнике повышается. Посредством подбора материалов и по¬
крытий с целью максимально использовать различие в длинах 
волн поступающего и уходящего излучения стремятся повысить 
эффективность таких устройств. 

Рассмотренное явление называется «парниковым эффек
том». В глобальном масштабе, парниковый эффект может влиять 
на изменение климата Земли. Роль «стекла» играют при этом мно¬
гоатомные газы - углекислый газ, водяной пар и в одном из дра¬
матических сценариев - метан. 
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Закон Стефана- Больцмана 
Если проинтегрировать выражение закона Планка (8.19) по 

всем длинам волн, то получится величина плотности потока излу
чения черного тела как функция температуры: 

да 

E 0 = J E 0 k (k, T )dk = oT4, Вт/м 2, (8.21) 
0 

где о = 5,67-10-8 Вт/(м 2К 4) - постоянная Стефана-Больцмана. 
Это главное следствие закона Планка, известное как закон 

Стефана-Больцмана: излучение черного тела увеличивается про
порционально четвертой степени абсолютной температуры. 

8.5. Излучение и поглощение нечерных тел 

В соответствии с определением степени черноты (8.13), излу
чение реальных тел рассчитывается по следующим формулам: 

- для спектральной плотности потока излучения: 

Eo6k (k,T) = 6k- (k, T). (8.22) 

- для интегральной плотности потока излучения: 

Е с о б ^ ) = s- E 0 (T) =s -aT 4 . (8.23) 

Напомним важные соотношения между радиационными 
характеристиками, следующие из закона Кирхгофа: 

- для произвольных твердых тел: 

s k = A K < 1 (k = idem, T = idem); (8.24) 

- для серых тел: 

s k = A k = s = A < 1; (T = idem). (8.25) 

Спектральные величины степени черноты и коэффициента 
поглощения равны, независимо от того, каковы спектры излуче¬
ния и поглощения - черные, серые или полосовые. 

Интегральные характеристики, строго говоря, равны толь¬
ко для модели серых тел, т.е. для случая, когда спектральные зна¬
чения степени черноты и коэффициента поглощения не зависят 
от длины волны. Пусть, например, некоторое не серое тело излу
чает и поглощает только вблизи длины волны 10 мкм, а падающее 
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излучение имеет длину волны вблизи 1 мкм. Тогда рассматривае¬
мое тело вообще ничего не будет поглощать: излучение на длине 
волны 1 мкм будет полностью отражаться. Такова ситуация, 
например, со снегом. В справочнике можно найти значение сте¬
пени черноты снега, равное примерно 0,8. Но если воспользовать¬
ся этим значением как коэффициентом поглощения для солнечно
го излучения, то будет сделана грубая ошибка. В действительно¬
сти коротковолновое тепловое излучение Солнца (свет) практиче¬
ски не поглощается снежным покровом. Поэтому чистый снег вес¬
ной в деревне долго не тает, по сравнению с загрязненным город¬
ским снегом. Вообще на Земле довольно холодно потому, что 
большие пространства заняты хорошо отражающим солнечное из¬
лучение снежным покровом. Упомянутая выше возможная ошибка 
связана с тем, что в справочнике дано среднее значение (0,8) степе¬
ни черноты (или коэффициента поглощения) для длинноволнового 
инфракрасного (низкотемпературного) диапазона, в котором даже 
чистый снег действительно хорошо поглощает тепловое излучение 
(скажем, излучение низких теплых дождевых облаков). 

В инженерных расчетах теплообменных устройств ради 
упрощения практически всегда считают тела серыми. В целом это 
оправданное приближение, поскольку рассматривается не слиш¬
ком широкий диапазон температур (500 - 1500 К) и технические 
поверхности - почти всегда шероховатые и окисленные. Тем не 
менее, следует помнить об обсуждавшихся ограничениях, чтобы 
избежать грубых ошибок в специальных ситуациях, таких, напри¬
мер, как расчет космических радиаторов охлаждения с примене¬
нием специальных покрытий из оксида титана или оксида магния, 
обеспечивающих оптимальное распределение спектральной сте¬
пени черноты ех(Х) по длине волны излучения. 
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Глава 9. ТЕПЛООБМЕН ИЗЛУЧЕНИЕМ 
В ПРОЗРАЧНОЙ СРЕДЕ 

9.1. Диатермичная среда 

Имеется много практически важных задач, когда участ¬
вующие в радиационном теплообмене тела разделены прозрач¬
ной, не излучающей и не поглощающей (диатермичной) средой. 
Очевидный пример - вакуумные высокотемпературные техно¬
логии, такие как вакуумное литье в металлургии, нанесение по¬
крытий или пленок термических распылением в электронных 
технологиях и т.п. Для космических энергетических установок 
излучение является единственным способом отвода тепла к хо¬
лодному источнику. 

Одноатомные и двухатомные газы практически прозрачны 
для теплового излучения. Поэтому сухой воздух, состоящий в ос¬
новном из двухатомных азота и кислорода, является диатермич-
ной средой. 

Сильное поглощение и излучение наблюдается в трех¬
атомных газах, таких как водяной пар и углекислый газ. По¬
этому продукты сгорания, содержащие указанные газы в боль¬
шой концентарции, не являются диатермичной средой. Расчет 
радиационного теплообмена в таких средах рассматривается в 
следующей главе. 

Вообще говоря, излучением и поглощением в газовых объ¬
емах, разделяющих поверхности теплообмена, можно пренебречь 
в случае предельно малых значений оптической толщины. 

9.2. Понятие углового коэффициента излучения 

Рассмотрим теплообмен между двумя черными изотерми¬
ческими поверхностями, произвольно расположенными в про¬
странстве (рис. 9.1). Основная идея состоит в том, чтобы рассчи
тать поток излучения с первого тела на второе Q 1 - > 2 , затем - со 

второго на первое Q 2 h > 1 и, наконец, взять разность между этими 
величинами, с тем чтобы определить результирующий поток из¬
лучения. 
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Рис. 9.1. Теплообмен излучением между черными поверхностями, произ 
вольно расположенными в пространстве 

Поскольку температура постоянна вдоль поверхности, по¬
стоянна и плотность потока собственного излучения E 0 . Следо¬
вательно, полное излучение тела 1 по всем направлениям в про¬
странстве определяется как: 

Q1 = E 0 1 В т . (9.1) 

Только некоторая часть этого излучения попадет на тело 2, 
и чтобы учесть это обстоятельство, мы вводим важное понятие 
углового коэффициента излучения первого тела на второе: 

Ф12 - Q Q ^ . (9.2) 

Следовательно: 

2 = E 0 , 1 F ^ 1 2 . 

Аналогично для второго тела: 

Q 2 -^1 = E 0 , 2 F 2 Ф21. 

Таким образом, результирующий поток излучения есть: 

Q р е з = Q 1 ^ 2 " Q 2 ^ 1 = E 0 ,1 F 1 ф 12 " E 0 , 2 F 2 ф 2 1 . (9.3) 

Если температуры обоих тел одинаковы, то есть тела 
находятся в термодинамическом равновесии, то результирующий 
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поток должен быть равен нулю. Поскольку при одинаковых тем
пературах плотности потоков собственного излучения черных тел 
одинаковы, то из последней формулы следует соотношение меж
ду угловыми коэффициентами: 

которое называется свойством взаимности угловых коэффициентов. 
Интуитивно понятно, что значения угловых коэффициен¬

тов определяются геометрическими характеристиками системы 
тел, такими как форма, соотношения между размерами тел и рас¬
стояниями между ними. Напомним, однако, что мы начали с 
предположения об абсолютной черноте и изотермичности тел, 
участвующих в теплообмене излучением. 

Рассмотрим, как можно применить понятие углового ко¬
эффициента для более общего случая и сформулируем важные 
при практическом использовании ограничения. 

Пусть поверхности 1 и 2, участвующие в теплообмене из¬
лучением, являются серыми и диффузными излучателями и отра¬
жателями (рис. 9.2). В этом случае поток излучения от одной по¬
верхности к другой есть эффективный поток, составленный из 
собственного и отраженного излучения. 

Воспользовавшись законом Ламберта для диффузных из¬
лучателей, вычислим поток эффективного излучения, попадающе¬
го с элементарной площадки 1 на элементарную площадку 2: 

(9.4) 

Рис. 9.2. Определение углового коэффициента излучения. 
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E 
d 2 Q d F ; ^ d F 2 = — — d c o d F 1 c o s ( ^ 1 ) . 

Здесь dco телесный угол, под которым видна площадка dF2  

с площадки dF1: 

dF 2 cos(\|/ 2) 
dro 2 r 

Следовательно 

d 2 Q = E э ф , 1 c o s ( ^ 1 ) c o s ( ^ 2 )

d F d F  
d Q d F j ^ d F 2 = 2 d F 2 d F ^ ^ 

Просуммируем сначала излучение площадки dF 1 на всю 
поверхность F 2 : 

d Q d ^ = E = Ф i d F 1 J c o s ( ^ ) c ° s ( y 2 ) d F 2 

и далее излучение всех элементарных площадок dF1 на поверх¬
ность F2: 

QF1 - F 2 =J E *dF1 J " " W f * ^ . 

Излучение поверхности F1 по всем направлениям составит: 

QF1 =J Eэф,ldF1. 
F 1 

Наконец, выпишем выражение для углового коэффициен¬
та, пользуясь определением понятия этой величины: 

J - ^ с Щ J c o s ( ¥ 1 ) c o s ( ^ 2 ) d F 2 

1 2 Q F 1 J E э ф , 1 d F 1 
F 1 

Мы видим, что в общем случае угловой коэффициент за¬
висит от геометрических характеристик системы и распределения 
эффективного излучения вдоль поверхности. 

297 



J d F 1 J-

При проведении инженерных расчетов реальную конфи¬
гурацию представляют в виде системы поверхностей, для которых 
плотность эффективного излучения можно считать постоянной (с 
нужной точностью). При этом величина E^,1 выносится из под 
знаков интегрирования и сокращается, так что угловой коэффици¬
ент оказывается теперь функцией только от геометрии системы: 

c o s ^ c o s ^ d ^ 

ф ^ \ (9.5) 

Определим теперь угловой коэффициент излучения по
верхности 2 на поверхность 1. Ясно, что все выкладки проводятся 
аналогично, и в конечной формуле (9.5) следует просто изменить 
порядок следования индексов: 

1 cos(^ 1)cos(^ 2) 

(9.6) 
JdF2J 2 "dF п r 

ф 2 
F 2 

Обратите внимание, что в правых частях выражений (9.5) 
и (9.6) вычисляется один и тот же интеграл (результат интегриро
вания не зависит порядка интегрирования). Поэтому 

F 1 p 1 2 = F 2 ф 21 . (9.7) 
Мы вновь вывели свойство взаимности угловых коэффи¬

циентов, полученное ранее при анализе состояния равновесия 
черных излучателей. 

Итак, для диффузных поверхностей и при равномерном 
распределении плотности эффективного излучения вдоль поверх¬
ности угловой коэффициент излучения зависит исключительно от 
геометрии системы и будет одинаковым для геометрически по
добных конфигураций. Это важное свойство угловых коэффици
ентов позволяет существенно упростить проведение инженерных 
расчетов теплообмена излучением. 

Принятые ограничения строго выполняются для черных 
изотермических поверхностей. Действительно, черные тела явля¬
ются диффузными излучателями, с другой стороны, эффективное 
излучение черных тел - это собственное излучение, зависящее 
только от температуры, которая принимается постоянной вдоль 
соответствующей (изотермической) поверхности. 
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Реальные поверхности теплообменных устройств с хоро
шим приближением можно считать серыми диффузными излуча¬
телями и отражателями. Эффективное излучение серых поверхно¬
стей складывается из собственного и отраженного излучения. Ес¬
ли поверхности изотермичны, то по крайней мере собственное 
излучение будет постоянным вдоль поверхности. Универсальным 
способом проверки достоверности результатов будет разбиение 
системы на более мелкие составляющие поверхности (точно так 
же как при численном интегрировании уменьшают шаг интегри¬
рования, скажем вдвое, и сравнивают результаты для оценки 
ошибки интегрирования). 

9.3. Расчет угловых коэффициентов 

В предыдущем пункте мы ввели понятие углового коэф
фициента излучения (9.2), установили свойство взаимности (9.7) 
и вывели формулу (9.5), позволяющую рассчитать угловой коэф¬
фициент по заданным геометрическим характеристикам системы. 
Как было показано на простом примере (см. формулу (9.3)), все 
что необходимо для расчета теплообмена излучением в прозрач¬
ной среде - это определить значения угловых коэффициентов. 

Далее вы увидите, что это не слишком сложная проблема 
и что вряд ли на практике встретится ситуация, когда понадобится 
прямой метод (9.5) с многократным интегрированием. 

В большинстве случаев системы, которые приходится рас¬
считывать - замкнутые или их можно искусственно замкнуть по¬
верхностью с подходящими свойствами. 

Рис. 9.3. Задача о космическом радиаторе 
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Пусть, например, проектируется «космический холодиль
ник» (рис. 9.3): требуется охладить жидкость, протекающую в 
трубе, посредством отвода теплоты излучением в пространство. 
Для увеличения поверхности теплосъема устанавливают длинные 
продольные ребра, которые излучают не только в космос, но и 
друг на друга. Поскольку ребра длинные, можно считать задачу 
«двухмерной», как показано в правой части рисунка. Заданы раз
меры катетов h1 и h2. Космическое пространство имитируется ги¬
потенузой 3 как абсолютно черной поверхностью при температу¬
ре абсолютного нуля, так что поверхность 3 все поглощает и ни¬
чего не излучает. Теперь можно рассмотреть задачу об угловых 
коэффициентах в замкнутой системе. 

Для таких систем очевидным является свойство замкну¬
тости угловых коэффициентов: 

Е Ф 9 = ь (9.8) 
j = i 

где N - число поверхностей, i, j = 1..N. Соотношение (9.8) можно 
записать для каждой поверхности системы. Например, для по
верхности i =1: 

ф 1 1 + ф 1 2 + ф 1 3 = 1 . 
Это означает, что сумма долей излучения 1-го тела на 

себя и на другие поверхности, образующие замкнутую систему, 
равна единице. Для невогнутых (плоских или выпуклых) по¬
верхностей угловые коэффициенты «самооблучения» равны ну¬
лю. Например, ф 1 1 = 0 . 

Удобно представить угловые коэффициенты в виде мат¬
рицы N x N. Для нашего примера: 

ф 1 1 ф 1 2 ф 1 3 

ф 2 1 

ф 3 1 ф 3 2 ф 3 3 

Элементы этой матрицы находят, воспользовавшись свой¬
ствами замкнутости, взаимности, «невогнутости» и простейшими 
геометрическими соотношениями. 

Благодаря «невогнутости», все элементы на диагонали 
равны нулю: 

ф 1 1 = 0 ф 2 2 = 0 ф 3 3 = 0 . 
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Имеется три отношения взаимности: 

= h1<P12;; ^ ф 3 1 = ^ 1 ф 1 3 ; ^3Ф32 = А2Ф23' (9-9) 

и три уравнения свойства замкнутости: 

Ф12 +Ф13 = 1 ; Ф 21 +Ф 23 = 1 ; Ф 31 +Ф 32 = 1- (9-10) 
В последних трех уравнениях нулевые диагональные ко

эффициенты опущены. 
Единственный безразмерный геометрический параметр, 

который полностью определяет геометрию системы, это отноше
ние заданных катетов: р = h 2 / h1 . 

Тогда для отношения гипотенузы 3 к катету 1 и к катету 2 
имеем: 

h 3 / h 1 = V i + P 7 , h 3 / h 2 = 7 1 + | 3 2 / Р . 

Итак, для шести неизвестных угловых коэффициентов по¬
лучены шесть линейных уравнений (9.9), (9.10), содержащих за
данный геометрический параметр р. Результат решения линейной 
системы будет следующим: 

Ф12 = | ( 1 + P-V1 + P 2 ) . (9-11) 

График этой зависимости представлен на рис. 9.4. 

Рис. 9.4. Угловой коэффициент в системе 
двух взаимно перпендикулярных полос 
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Остальные коэффициенты проще непосредственно вычис
лить из уравнений (9.9), (9.10). Как пример, приведем матрицу 
угловых коэффициентов для равнобедренного прямоугольного 
треугольника с (3 = 1: 

~ 0 0 , 7 0 7 0 , 2 9 3 " 

Ф = 0 , 7 0 7 0 0 , 2 9 3 

0 , 5 0 , 5 0 

Таким образом, применение свойств взаимности и замкну¬
тости позволило найти матрицу угловых коэффициентов для про¬
стой геометрической системы. В справочной литературе имеется 
обширная коллекция такого типа формул для разнообразных кон¬
фигураций (в том числе трехмерных). 

Еще одно очевидное свойство угловых коэффициентов, 
свойство распределительности, может существенно помочь при 
вычислениях. Оно следует непосредственно из определения поня¬
тия углового коэффициента. Пусть вы решили разбить поверх
ность 2 на две подповерхности 2 и 2 , например, чтобы учесть 
изменение температуры вдоль ребра 2 (рис. 9.5) Тогда 

ф12 = Ф12'+ Ф12", (9.12) 
так как излучение тела 1, попадающее на тело 2, состоит из двух 
частей - излучения, попадающего на 2 и излучения, попадающего 
на 2 , а эти части и есть, согласно определению, угловые коэффи
циенты в правой части (9.12). Формула для расчета соприкасаю
щихся сторон 1 и 2 или 1 и 2 известна (см. (9.11)). Следовательно, 
из соотношения (9.12) можно вычислить угловой коэффициент 
разнесенных полос 1 и 2 . 

Рис. 9.5. Расчет угловых коэффициентов на основе свойства 
распределительности (слева) и методом натянутых нитей 
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Расчет угловых коэффициентов в двухмерных системах 
(для цилиндрических поверхностей различной формы) можно 
проводить универсальным методом натянутых нитей (рис. 9.5): 

1 (AD+EC) - (ABC+ED) (9.13) 
AE 

где в числителе правой части фигурируют: 
• сумма длин пересекающихся нитей AD и EC; 
• сумма длин непересекающихся нитей ABC и EC, 
а в знаменателе - протяженность поверхности 1, т.е. AE. 
Нити «прикрепляются» к граничным точкам поверхно

стей, т.е. точкам A, E и C,D. 
Этот метод позволяет учесть влияние третьей поверхно

сти, частично затеняющей поверхность 2 от излучения поверхно
сти 1. Если сдвинуть поверхность 3 вправо до соприкосновения с 
нитью ED, то сумма непересекающихся сравняется с суммой пе¬
ресекающихся нитей, и угловой коэффициент обратится в ноль, 
как и следовало ожидать. 

Итак, используя свойства взаимности (9.7), замкнутости 
(9.8), распределительности (9.12), метод натянутых нитей (9.13), а 
также большую справочную коллекцию формул и графиков, прак¬
тически всегда без сложных вычислений можно определить необ¬
ходимый набор (матрицу) угловых коэффициентов. 

9.4. Теплообмен излучением в замкнутой системе 

Замкнутая система N серых изотермических поверхно
стей с заданными температурами T схематически представлена 
на рис. 9.6. 

Поверхности идентифицируются индексами i или j , 
i,j=1.. N, при описании их попарного радиационного взаимо
действия. Поверхности разделены прозрачной (не излучающей 
и не поглощающей) средой. Требуется найти значения плотно
стей результирующего потока излучения £резг-. 
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Рис. 9 .6. Теплообмен излучением в замкнутой системе 

Предполагаются известными значения степени черноты si 
поверхностей, которые считаются серыми диффузными излучате
лями. Задана геометрия системы, значения площадей поверхно
стей F i , их форма, размеры и взаимное расположение, так что уг
ловые коэффициенты ф j могут быть предварительно рассчитаны. 

Расчет базируется на двух очевидных соотношениях, сле¬
дующих из определения понятий эффективного, собственного, 
падающего и результирующего потоков: 

Еэф = Есоб + ЯЕпад, R = 1 - A; (9.14) 

Ерез = Еэф - Епад. (9.15) 

Эти соотношения могут быть записаны для каждой i -
поверхности системы. 

В качестве неизвестных величин выступают потоки эф
фективного излучения. Проблема состоит в том, что падающее на 
данную поверхность излучение создается всеми телами системы, 
поэтому необходимо выразить поток падающего излучения через 
эффективные излучения всех поверхностей. 

Начнем с взаимодействия фиксированной i-поверхности с 
какой-либо --поверхностью. Все излучение --поверхности есть: 

Еэф j . F j , Вт. 

На i-поверхность попадает часть этого излучения, опреде
ляемая угловым коэффициентом j-поверхности на i-поверхность: 

Е э ф j F j ф j i , Вт. 
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Плотность потока падающего излучения от одной j-поверхности 
составит: 

Еэф .F.Ф .. у-. , 2 
Fi 

или, с учетом свойства взаимности ( F j ф j i = F I ), 

Е э ф
 j ф у

 . 

Теперь необходимо просуммировать плотности падающе
го излучения от всех j-поверхностей (j=1 N ), то есть: 

Е п а д д = Е Е э ф j " ф у . 

j 

Следовательно, для каждой i-поверхности в соответствии с 
формулой (9.14) можно записать следующее уравнение: 

Е э ф . = Е с о 6 . + ̂ Е п а д . = Е с о 6 . + R i £ Е э ф j • ф у , ( 9 1 6 ) 
j 

согласно которому эффективное излучение i-поверхности склады
вается из собственного и отраженного излучения этой поверхно
сти, причем последнее есть Ri - доля от падающего излучения, 
обусловленного эффективным излучением всех j-поверхностей. 
Уравнение (9.16) содержит известную величину собственного из
лучения, определяемую по закону Стефана-Больцмана: 

Е с ° б . = s i < * Т 4 . 

Неизвестными величинами в (9.16) являются Еэф.. Ясно, 
что получилась система линейных уравнений относительно эф
фективных потоков излучения, решение которой, с принципиаль
ной точки зрения, получить несложно. 

После того как величины Еэф. определены для всех по¬
верхностей, рассчитывают плотности результирующего поток из¬
лучения, которые определяются в соответствии с формулой (9.15) 
как разности эффективного и падающего излучения: 

Е р е з . . = Е э ф . - £ Е э ф j ф у . ( 9 1 7 ) 
j 

Задача решена. 
Полезно представить систему линейных уравнений (9.16) 

в стандартном виде: 
A • Жэф = B , 
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где А - матрица N х N коэффициентов системы уравнений, 
В - вектор-столбец правых частей, Еэф - вектор-столбец иско
мых величин. После такого преобразования можно просто обра
титься к стандартной компьютерной программе решения системы 
линейных уравнений. 

Используем для отдельно стоящей величины Еэф, в урав
нениях (9.16) и (9.17) тождество: 

Е э ф = Е Е э ф , S j , 
j 

где Sjj - символ Кронекера: 

Sjj = 1 если i = j ; 8р = 0 если i Ф j . 

Под знаком суммы в действительности остается только 
одно ненулевое слагаемое с j=i, но такая подстановка позволит 
нам привести подобные члены, содержащие эффективные потоки 
в левой и правой частях уравнений: 

Е ( S j " R i % ) Е э ф j = Е с ° б - , (9.18) 
j 

Е р е з = £ ( S i j - %

 ) Е Э Ф У . (9.19) 
j 

Нетрудно увидеть в операторах суммирования правило 
умножения матрицы на вектор: элементы строки i умножаются на 
элементы вектора и складываются. Поэтому оба этих уравнения 
представляются в матричном виде следующим образом: 

A• Еэф = В ; Ерез = D • Еэф . (9.20) 

Элементы матриц и вектора правой части рассчитываются 
по формулам: 

Aij = 5 j - R i Ъ ; Ъг = Есов, = ̂ о Е 4 , Dj = 5у. - фу. . (9.21) 

Коэффициент отражения для серых тел вычисляется как 

R = 1 — Sj. Теперь задача подготовлена к решению на компьютере. 

Задача со смешанными условиями на поверхностях 
Пусть на некоторых поверхностях системы заданы значения тем
пературы, и требуется найти значения плотности результирующе¬
го потока на этих поверхностях. 
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На других поверхностях заданы значения плотностей резуль
тирующего потока излучения, и требуется найти их температуры. 
Частным случаем является адиабатически изолированная поверхность 
(теплоизолированная стенка), для которой результирующий поток 
равен нулю. Например, это огнеупорная обмуровка парогенератора. 

Из уравнений вида (9.16) или (9.17) необходимо скомбини
ровать систему из N уравнений с N неизвестными по следующему 
правилу: для поверхностей с заданной температурой следует вклю
чить уравнение (9.16), а для поверхностей с заданными плотностями 
результирующего потока - уравнение (9.17). В первом случае урав
нение содержит известную величину собственного излучения, а во 
втором - заданную величину плотности результирующего потока. 

Элементы матрицы и вектора правой части уравнения для 
эффективных потоков 

A • Еэф = B 

теперь определяются по формулам: 
а) задана температура поверхности 

A j = 5 у " R ( P » ; k = Е с о б г = 8 г ° Т 4 , 

б ) й ( 9 . 2 2 ) 
б) задан результирующий поток 
4 = 5 у - ф

у - ; k = Е р е з . 

После того как величины Еэф г определены для всех по
верхностей, необходимо: вычислить по уравнению (9.17) значения 
Ерез г для тех поверхностей, где были заданы температуры; вы
числить по уравнению (9.16) значения Есоб г для тех поверхно¬
стей, где были заданы результирующие потоки излучения, после 
чего рассчитать температуры этих поверхностей: 

Т = 
^ Есоб ^ 

1/4 

8;0 

Теплопроводность и конвекция в прозрачной среде. В за
ключение сделаем важное замечание, касающееся постановки зада
чи. Мы пренебрегли другими способами теплопереноса между по
верхностями, такими как теплопроводность и конвекция в (прозрач
ной) газовой среде, заполняющей объем системы. Эти эффекты учи-
тываютя при расчете реальных установок следующим образом. 
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Пусть заданы температуры поверхностей, а газовая среда 
между ними отсутствует (система находится в вакууме). Решив 
задачу так, как это описано выше, мы получим значения радиаци
онных результирующих потоков для каждой поверхности. Пусть 
теперь система заполнена прозрачным (не излучающим и не по
глощающим) газом. Это никак не скажется на значениях радиаци
онных потоков Е, поскольку они определяются только температу
рами поверхностей. Что же изменится? 

Если горячая поверхность соприкасается с относительно хо¬
лодным газом, то от стенки к газу возникнет тепловой поток за счет 
конвекции. Теперь через стенку извне потребуется подводить боль
ше тепла, а именно суммарную величину радиационного результи
рующего потока Ерез и конвективного потока. Говорят, что процес¬
сы радиационного и конвективного теплообмена в прозрачных газах 
развиваются параллельно, независимо один от другого. Мы подроб¬
нее обсудим этот вопрос позже на числовых примерах. 

9.5. Аналитические решения для простых систем 

Теплообмен излучением между телом и оболочкой. Рас¬
смотрим применение полученных уравнений для расчета простей¬
шей замкнутой системы из двух поверхностей - внутреннего тела 1 и 
окружающей его оболочки 2 (рис. 9.7а). Предполагаем, что поверх
ность внутреннего тела - невогнутая. Для обеих поверхностей счи¬
таются известными их площади, температуры, степени черноты. 
Требуется определить результирующий поток излучения. 

Рис. 9.7. Теплообмен излучением между телом и оболочкой 
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Угловые коэффициенты излучения в этой системе нахо
дятся просто. Выпишем свойства замкнутости и взаимности: 

Ф11 + Ф12 = 1 ; Ф 2 1 + Ф 22 = 1 ; 

Поскольку внутренняя поверхность 1 невогнутая (фп = 0), 
получаем: 

ф 1 2 = 1 ; ф 2 1 = V F 2 ; ф 2 2 = 1 " ф 2 1 = 1 " V F 2 . (9.23) 

Это означает, что все излучение внутренней поверхности 1 
попадает на оболочку 2. Только часть излучения оболочки 2, равная 
отношению внутренней поверхности к внешней, попадает на внут¬
реннюю поверхность; другая часть переизлучается на оболочку. 

Сформируем матрицу системы уравнений (9.20) для эф
фективных потоков излучения, используя соотношения (9.21). Для 
этого последовательно определим следующие матрицы. 

Матрица угловых коэффициентов есть: 
~ 0 1 ~ 

Ф = 
_ ф

 21
 1 ~ ф

 21 _ 
Матрица, которая получается умножением первой строки 

на коэффициент отражения R1, второй строки - на R2 (и так далее 
для систем из большего количества поверхностей): 

Единичная матрица (матричное представление символа 
Кронекера 5): 

" 1 0 " 
15 = 

_0 1 " 

Матрица системы линейных уравнений для определения 
потоков эффективного излучения: 

Для круглых цилиндров F=2TIRL, L>>R и ф 2 1 = R1/R2. 
Для сфер F=4KR2 и ф21 = R 21/R 22. 

0 1 • Ri 

1 - R, A =15 - Ф г R (P21R2 1 - R 2 ( 1 - ф 2 1 ) 
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Вектор-столбец правой части системы уравнений, состав
ленный из плотностей собственного излучения поверхностей, и век
тор-столбец искомых величин плотностей эффективного излучения: 

B 
4 E G I ' Еэф: 

Еэф, 

Еэф 2 

есть: 

Таким образом, система уравнений в матричной форме 

A • Еэф = B. 

Получить решение линейной системы из двух уравнений в 
общем виде несложно, на даже для такой простой задачи выклад
ки будут довольно длинными. Поэтому следует воспользоваться 
системой символьных вычислений в пакете Mathcad или Maple. 
Результат будет следующим: 

R 1 G 2 Е 0 2 + е 1 Е 0 1 - R 2 e i E 0 1 + - ^ 2 ф 2 1 е 1 Е 0 

Еэф: 
R 29 2 1R 1 - 1 + R 2 - R2cp21 

^ 2 ф 2 1 е 1 Е 0 , 1 + G 2 Е 0 , 2 

R 29 2 1R 1 - 1 + R2 - R2cp21  

Коэффициент отражения серых тел вычисляется как 
1 

Далее необходимо воспользоваться уравнением (9.19) для 
вычисления плотностей потоков результирующего излучения. В 
матричной форме это соотношение выглядит следующим образом: 

Ерез = (15 - Ф ) • Еэф. 

Выполнив необходимые символьные вычисления 
(в Mathcad или Maple), получают формулу для плотности резуль¬
тирующего потока на внутренней поверхности: 

Ерез1 

Где ф 2 1 = Е 1 / Е 2 , Е 0 1 

-02 Вт/м 2, 

С71 , Е 0 2 

ф 2 1 

о12 

(9.24) 

Плотность результирующего потока на поверхности обо¬
лочки рассчитывается из баланса: 

брез = Ерез1 F = - Е р е з 2 F , Вт. 
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Формула (9.24) широко используется в практических рас¬
четах, и мы опишем эти применения далее. 

Рассмотрим два предельных случая при изменении соот¬
ношения размеров внутренней и внешней поверхности F1 / F 2 . 

1. Пусть размеры внутреннего тела 1 существенно меньше 
размеров оболочки (рис. 9.7б, проволока на оси цилиндра боль¬
шого диаметра). Тогда: 

F 2 

и расчетная формула (9.24) переписывается следующим образом: 

Ерез, = 6 1 0 ( 7 1 4 - # ) ,Вт/м 2 . (9.25) 

Замечательным свойством этого решения является незави¬
симость результирующего потока излучения от степени черноты и 
размеров оболочки (просто они должны быть велики по сравне¬
нию с размерами внутреннего тела). Ситуация выглядит так, как 
будто большая оболочка ведет себя как черное тело, поглощая все 
излучение внутренней поверхности. 

2. Пусть размеры внутреннего тела 1 приближаются к раз¬
мерам оболочки 2 и между ними остается только тонкий зазор. 
Тогда: 

F 

F 2 

и расчетная формула (9.24) переписывается следующим образом: 

о ( ? 1 4 - T24) 

Е Р Е З 1 = 1 + 1 - 1

 , В т / м 2 . (9.26) 

Поскольку величины поверхностей теперь практически 
одинаковы, значения плотности результирующего потока также 
будут одинаковыми (но с разным знаком). Эта ситуация идентич¬
на теплообмену излучением между бесконечными плоскими пла¬
стинами (рис. 9.7 в). Фактически важно только то, что зазор меж¬
ду поверхностями очень мал по сравнению с другими размерами 
системы. 
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Калориметрический метод экспериментального опре
деления степени черноты. На рисунке 9.7 б проиллюстрирована 
идея экспериментального определения степени черноты проволо¬
ки (внутреннее тело), натянутой по оси вакуумированного цилин¬
дра большого диаметра (оболочка). Производя точные измерения 
силы тока и напряжения электрически обогреваемой проволоки, 
определяют Джоулево тепло (Вт), передаваемое посредством из
лучения от нити к термостатированной при температуре T 2 обо¬
лочке и, зная поверхность нити, находят плотность результирую¬
щего потока Ерез 1. Температуру нити T 1 измеряют, например, ис¬
пользуя температурную зависимость электрического сопротивле¬
ния проволоки (т.е. методом термометра сопротивления). Нако¬
нец, по формуле (9.25) вычисляют искомое значение степени чер
ноты. Применение формулы (9.25) оправдано, поскольку поверх¬
ность тонкой проволоки существенно меньше поверхности ци¬
линдрической оболочки. 

Защита от излучения с помощью экранов. Часто бывает 
необходимо уменьшить результирующий поток излучения между 
телами, например, чтобы снизить тепловые потери из высокотем¬
пературной установки, оградить датчик температуры в газовом 
объеме от нагрева излучением высокотемпературных стенок, за¬
щитить человека от воздействия высокотемпературного излуче¬
ния и т.п. В таких случаях устанавливают непрозрачные для теп¬
лового излучения экраны. Воспользуемся схемой на рис. 9.8 а для 
вывода расчетного соотношения при установке одного плоского 
экрана. Требуется определить результирующий поток излучения. 

а ) б) 

Рис. 9.8. Теплообмен излучением в системах различной конфигурации 
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Основной идеей вывода является равенство результирую
щих потоков по обеим сторонам экрана, так как в противном слу
чае его температура изменялась бы во времени - увеличивалась, 
если подводится тепла больше, чем отводится, или уменьшалась в 
противоположной ситуации. Для каждого из промежутков «1-Э» 
и «Э-2» можно воспользоваться формулой (9.26): 

-тЭ) -тЭ) 
Е р е з = - 1 = 1 ; 

- + — - 1 — 

q ( £ - T 4 ) q ( £ - T 4 ) 
Е р е з " 1 1 " 1 

— + 1 

Значки тождества показывают, что мы просто ввели обо¬
значения для длинных выражений в знаменателе, используя так 
называемые приведенные степени черноты. Перенося в левые ча¬
сти знаменатели правых частей и складывая оба уравнения, мы 
исключаем неизвестную температуру экрана и получаем для 
плотности результирующего потока формулу: 

-T2 4 ) 
ЕрезЭ к р 

1 1 . (9.27) 
+ 

В исходной ситуации без экрана результирующий поток был: 

Ц г 4 - T4) 
£рез = 

1 
8 1 2 

Сравнивая два последних выражения, мы видим, что до¬
бавление экрана приводит к появлению в знаменателе дополни¬
тельных слагаемых, то есть к уменьшению результирующего 
потока. 

Чтобы вывести запоминающееся правило, предположим, 
что степени черноты всех поверхностей одинаковы. Тогда все 
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приведенные степени черноты также одинаковы, и при установке 
одного экрана мы получаем двукратное уменьшение результиру¬
ющего потока: 

EрезЭкр _ 1 
E рез 2 

а при установке N экранов: 

E резЭкр  

E рез N +1 
1 

(9.28) 

Еще более эффективную защиту можно обеспечить, при¬
меняя экраны с низким коэффициентом поглощения (степени 
черноты), например, алюминиевые (8*0,2) . 

Применение формулы (9.24) для тел различной формы 
Выше, при введении понятия углового коэффициента излучения, 
было показано, что необходимо соблюдать условие постоянства 
плотности потока эффективного излучения вдоль поверхности. 
Поэтому формула (9.24) строго справедлива, например, для коак¬
сиальных изотермических цилиндров или концентрических сфер. 
Однако в приближенных расчетах ее широко используют для са¬
мых разнообразных конфигураций (рис. 9.8 б). Следует только 
помнить, что при выводе мы считали внутреннюю поверхность 
невогнутой (плоской или выпуклой). 

Выше мы рассмотрели теплообмен излучением вне связи с 
другими процессами переноса теплоты в разделяющей поверхно¬
сти среде - теплопроводностью и конвекцией. Мы выделяли из 
реального окружения (реального технического устройства) неко¬
торый замкнутый объем, ограниченный поверхностями с различ¬
ными заданными температурами, и рассчитывали потоки излуче¬
ния между этими поверхностями. Возникает два вопроса: 

а) как связаны различные процессы переноса (радиация, 
теплопроводность, конвекция); 

9.6. Примеры, приложения 
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б) как «подключена» рассматриваемая область к реально¬
му окружению. 

При решении первого вопроса важно принятое нами пред¬
положение о прозрачности среды, заполняющей выделенный объ¬
ем. Газ в этом объеме не поглощает излучения стенок и сам ниче
го не излучает. Потоки излучения Eрез при этом совершенно не 
зависят от температуры газа, а определяются только температу
рами стенок. Однако, если температуры газа и стенки неодинако¬
вы, неизбежно возникнет тепловой поток за счет теплопроводно¬
сти и (или) конвекции. 

41 

Рис. 9.9. Радиационные и конвективные потоки тепла 

Из схемы на рис. 9.9 ясно, что суммарный поток теплоты 
от стенки составит: 

? Z 1 _ ^ е з ^ С ^ - T

TX (9.29) 

где ot1 - коэффициент теплоотдачи от поверхности 1 к газу в рас¬
сматриваемом объеме. Обратите внимание, в каком порядке запи¬
саны температуры в выражении для температурного напора: по¬
ложительным считается поток от стенки. 

Теперь мы переходим ко второму вопросу, а именно, как 
«подключена» рассматриваемая область к окружению. По суще¬
ству, это проблема постановки граничных условий. Задание тем¬
ператур поверхностей - это естественная и наиболее удобная 
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форма граничных условий для задач теплообмена излучением. Но 
при реальной постановке инженерной задачи эти температуры 
могут быть неизвестными! 

В стационарных условиях поток, определенный формулой 
(9.29) , должен подводиться (q1) каким-то образом в систему (рис. 9.9): 

q 1 _ q 1 _ + а1(71 - Т г ) . (9.30) 

Левая часть записана для воображаемой контрольной по¬
верхности, расположенной слева, а правая часть - справа от ре¬
альной поверхности тела 1. Это и есть формулировка граничного 
условия для потоков теплоты. 

Рассмотрим возможные частные случаи. 
1. Задана температура поверхности. Тогда соотношение 

(9.30) используется просто для расчета потока q1, который каким-
либо образом должен подводиться извне, чтобы поддерживать 
температуру стенки на заданном уровне. 

2. Задан тепловой поток q1, подводимый извне. Тогда 
уравнение (9.30) нужно включить в систему уравнений для расче¬
та лучистых потоков. В результате решения будет найдена темпе¬
ратура стенки T1. 

3. Заданы температура Тнар внешнего теплоносителя и ко
эффициент теплоотдачи а н а р с внешней стороны, так что 
q1 _ а н а р ( Т н а р - Тогда уравнение (9.30) переписывается в виде: 

а н а р ( Т н а р - T 1 ) _ E р е з 1 + а 1 ( T 1 - Т г ) 

и включается в систему уравнений для расчета лучистых потоков. 
В результате решения будет найдена температура стенки T1. 

Задача о радиационных заморозках 
Рассмотрим далее в качестве примера задачу из области 

природных явлений, задачу о так называемых радиационных за¬
морозках Почему весной или осенью при положительной темпе¬
ратуре воздуха в ночное время случаются заморозки на почве, 
земля и растения покрываются инеем? Оказывается, это связано с 
теплообменом излучением между поверхностью земли и «небом» 
(рис. 9.10). 
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Рис. 9.10. Задача о радиационных заморозках 

Будем считать теплоподвод к поверхностному слою от бо¬
лее глубоких слоев почвы пренебрежимо малым. Тогда величина 
q 1 принимается равной нулю (рис. 9.10) и граничное условие 
(9.30) запишется следующим образом: 

0 _ E р е з 1 + а ^ Т - Тг). (9.31) 

Здесь а 1 « 10 Вт/(м 2К) - коэффициент теплоотдачи от воз
духа к поверхности, 7\, K - искомая температура поверхности 
почвы, ТГ = 10°С = 283 К - температура воздуха. 

В нашей модели небо - это сфера большого радиуса над 
участком земли, поэтому для расчета теплообмена излучением 
годится формула (9.25): 

Eрезl _ 61°(T1 4 - T 2 4 ) , (9.32) 

где T2 - эффективная (радиационная) температура неба. Если бы 
атмосфера была абсолютно прозрачной, то эта температура в 
ночное время была бы близка к абсолютному нулю. Реальной 
оценкой для ясного ночного неба является T2=150 K, а для об
лачного неба T2=250 K. Коэффициент поглощения поверхности 
почвы близок к единице. 

Итак, два соотношения (9.31), (9.32) составляют нели¬
нейную систему уравнений для результирующей плотности по¬
тока излучения на поверхности почвы и для температуры почвы. 
Поскольку сейчас для нас важна наглядность, а не эффектив¬
ность вычислений, приведем графическое решение этой системы 
(рис. 9.11). 
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Рис. 9.11. Температура поверхности почвы при различных значениях 
радиационной температуры неба 

Используя неизвестную температуру Т как параметр, вы¬
числим и нанесем на график значения результирующего поток 
излучения по формулам (9.31) и (9.32). Решение находится в пере¬
сечении этих линий. 

Как видно из графиков, при ясном небе с радиационной 
температурой 150 К можно прогнозировать заморозки на почве. 
Температура понизится примерно до - 6 °С. При облачном небе с 
радиационной температурой 250 К температура поверхности бу¬
дет примерно +7 °С. Напомним, что температура воздуха в обоих 
случаях +10 °С. 

Задача о высокотемпературном газовом теплообменнике 
В теплообменнике типа «труба в трубе» (рис. 9.12) внут¬

ренняя труба 1 есть высокотемпературный нагреватель, обеспечи¬
вающий тепловую нагрузку qi, Вт/м 2. В кольцевом зазоре протека
ет нагреваемый газ при температуре Т Г = 400 К. Внешняя поверх¬
ность теплоизолирована. 
Требуется определить температуры поверхности нагревателя Т и 
теплоизолированной поверхности Т2 при различных значениях 
тепловой нагрузки q1. Коэффициенты теплоотдачи следует рас-
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считать по подходящей формуле конвективного теплообмена, но в 
числовом примере мы просто приняли ориентировочные значения 
а 1 _ а 2 _ 50 Вт/ (м 2К). Степени черноты поверхностей s i _ S 2 _ l . 

q1 _ Eрез1 + а 1 ( Т 1 - Т г ) ;  

0 _ ^ез2 + а 2 ( Т 2 - Т г ) ; 

Результаты численного решения этой нелинейной си¬
стемы показаны на рис. 9.13 в форме зависимости температур 
обеих поверхностей от плотности теплового потока на поверх¬
ности нагревателя. 
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Рис. 9.13. Радиационно-конвективный теплообмен 
при течении газа в кольцевом канале 

Во-первых, обратите внимание на то, какую большую 
ошибку при расчете температуры нагревателя мы сделали бы, не 
учитывая радиационный теплообмен (сравните верхнюю и сред¬
нюю линии). На основе такого ошибочного расчета проектиров¬
щик был бы вынужден ограничить плотность теплового потока 
величиной примерно 30000 Вт/м 2, опасаясь пережога нагревателя. 
В действительности же, как показывают результаты правильного, 
с учетом радиации, расчета (см. среднюю кривую), нагреватель 
сможет работать при вдвое большей плотности теплового потока. 

Во-вторых, следует внимательно разобраться в причинах 
улучшения суммарного радиационно-конвективного теплообмена. 
Излучение нагревателя повышает температуру внешней поверх¬
ности (нижняя кривая), и эта поверхность отдает теплоту газу по¬
средством конвекции. Газ по-прежнему не участвует непосред¬
ственно в радиационном теплообмене, будучи прозрачным для 
теплового излучения. 

Задача об экранных поверхностях нагрева 
Обычно в камерах сгорания энергетических установок из¬

лучение воспринимается рядами труб, расположенными вблизи 
огнеупорных теплоизолированных стенок. Такие ряды называют¬
ся экранами (они экранируют стенки камеры сгорания). Внутри 
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труб протекает рабочее тело (теплоноситель), к которому переда
ется в конечном счете результирующий поток излучения от рас
каленных газов в камере сгорания (рис. 9.14). 

Использованы следующие обозначения: 
1 - черная поверхность с заданной температурой Ti, ими

тирующая излучение топки; 
2 - ряд труб с диаметром d и относительным шагом S=s/d, 

и c заданной температурой T2; 
3 - адиабатическая стенка. 
Если трубы расположены не слишком тесно и не слишком 

близко к стенке (практически при h >1.5d, s >1.5d), то излучение 
поверхности 1 частично попадает на стенку 3 и переизлучается на 
ряд труб 2, обеспечивая равномерный обогрев по периметру труб. 

Целью расчета является определение результирующего 
потока излучения на поверхности ряда труб 2. Это хороший при¬
мер задачи со смешанными граничными условиями. 

Найдем прежде всего угловые коэффициенты для рас¬
сматриваемой замкнутой системы из трех поверхностей. Эти ко¬
эффициенты образуют матрицу 3х3: 

Ф п ф12 ф13 

Ф21 ф22 Ф23 

ф31 ф32 ф33 
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Далее потребуется формула для углового коэффициента 
излучения плоскости на параллельный ряд труб (этот результат 
нетрудно получить методом натянутых нитей): 

, arctan(VS2 - 1) -VS 2 - 1 т „ ч 
ф 1 2 = 1 + . ( 9 . 3 3 ) 

S 
Остальные коэффициенты находят следующим образом. 

Так как поверхности 1 и 3 - плоские (невогнутые), то они не из¬
лучают на самих себя: 

Фп = 0 ; Фзз = 0 . 

Отношение суммарной поверхности труб к экранированной плос
кой поверхности есть F2/F1= 7td/s=7i;/S. 

Угловой коэффициент трубного ряда 2 на плоскости 1 рас¬
считывают, используя свойство взаимности: 

F S 

ф 21 = ф12ТГ = Ф12 — . 

F 2 к 
Из симметрии системы следует, что ф 2 3 = ф 2 1 . 

Теперь можно применить свойство замкнутости, чтобы 
рассчитать угловой коэффициент ряда труб на самого себя: 

ф 21 + ф 22 + ф 23 = 1 

Ф 2 2 = 1 — 2ф 2 1 = 1 — 2ф 1 2 — . 
к 

Излучение плоскости 1 на плоскость 3 рассчитывается из 
свойства замкнутости, записанного для поверхности 1: 

ф 1 1 + ф 1 2 + ф 1 3 = 1 ; ф 1 3 = 1 — ф 1 2 . 
Аналогично, для плоскости 3 имеем благодаря симметрии 

системы: 

ф 3 1 = ф 1 3 = 1 — ф 1 2 ; ф 3 2 = ф 1 2 . 

Приведем полученные результаты в форме матрицы: 

0 ф 1 2 1
 —

 ф 1 2 

к к к 
1
 —

 ф 1 2 ф 1 2 0 
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Запишем далее систему уравнений для потоков эффектив
ного излучения. На поверхностях 1 и 2 заданы значения темпера
туры. Для черной поверхности 1 эффективное излучение равно 
собственному излучению: 

Для ряда труб: 
3 

Е э ф 2 = 82Eo,2 + С1" 8 2 ) £ Е э ф j ф 2 j . 

j=1 

На поверхности 3 задано значение плотности результиру
ющего потока, равное нулю: 

3 
0 = Е э ф з - £ Е э ф j ф з j . 

j=1 

Три последних соотношения составляют систему линей¬
ных уравнений относительно неизвестных значений плотностей 
эффективных потоков. Решая эту систему методом исключения 
Гаусса, мы получим аналитические выражения для эффективных 
потоков, после чего воспользуемся формулой для вычисления ис¬
комой плотности результирующего потока на поверхности труб¬
ного ряда 2: 

з 

j=1 

Результат будет следующим: 

Е р е з 2 = Е э ф 2 ^ = - S 1 С Е 0 , 1 - ^ | ) 1 , • (9.34) 

ф 1 2 ( 2 - ф 1 2 ) П 182 ) 

Эти вычисления проведены с помощью символьного про
цессора в пакетах Mathcad или Maple. 

При практических расчетах предпочитают заменять под
систему 3-2 эквивалентной плоской поверхностью с той же тем¬
пературой, что и температура трубного ряда, но с некоторой дру¬
гой, эффективной степенью черноты. Соотношение площадей ис¬
тинной поверхности труб и эквивалентной плоскости, как видно 
из рис. 9.14, есть: 
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F2 _ F2 F2 nd n 
Feq F 1 F3

 S S 

Площадь эквивалентной поверхности - это просто пло¬
щадь адиабатической стенки, перед которой установлен экран. 
Поэтому плотность результирующего излучения на эквивалент¬
ной плоскости определится из соотношения: 

Е р е з 2 F 2 = E^eqKq 

или 

E р е з е д = E р е з 2 = E р е з 2 у . (9.35) 

Тогда формулу (9.34) можно переписать для эквивалент
ной системы «1-Экв» следующим образом: 

^ С E 0 , 1 - E 0 , 2 ) 

Ерез, 1 + SI J_ - 1 1 (9.36) 
ф 1 2 ( 2 - ф 1 2 )

 П
 182 

Теперь мы сопоставим формулу (9.36) с обычной форму
лой (9.26), которую используют для расчета теплообмена между 
плоскостями (напомним, что в нашем примере s i=l ) : 

Е р е з е я =-8eq ( Е 0 , 1 - Е 0 , 2 ) . 

Следовательно, эффективная степень черноты эквивалент¬
ной плоскости есть: 

1 
1 | Щ ± - 1 | (9.37) 

Ф 1 2 ( 2 - ф 1 2 ) n l S 2 ) 

где ф 1 2 вычисляется по формуле (9.33). 

Итак, окончательные рекомендации для расчета экранов 
будут следующими. Следует заменить трубный экран плоской 
поверхностью с такой же температурой, как и на поверхности 
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труб, но с эффективной степенью черноты, рассчитанной по фор¬
муле (9.37). После того как рассчитана плотность результирующе¬
го потока для эквивалентной плоскости, можно найти истинную 
плотность теплового потока на стенках труб по формуле (9.35). 

Следует подчеркнуть, что основным результатом анализа яв¬
ляется соотношение (9.37) для эффективной степени черноты экра¬
нированной поверхности. При расчете более сложных конфигура¬
ций, чем рассмотренная в примере, экранированные участки заме¬
няются эквивалентной поверхностью с эффективной степенью чер¬
ноты (9.37) и с той же температурой, что и на поверхности труб. 

Задача об орбитальной платформе 
Отвод теплоты с целью поддержания необходимого тем

пературного режима космического аппарата осуществляется по¬
средством инфракрасного излучения, поскольку другие механиз¬
мы переноса - теплопроводность и конвекция - не функциониру¬
ют в вакууме. Подлежащая сбросу теплота выделяется системой 
жизнеобеспечения, электронной аппаратурой, энергетической 
установкой. Аппарат может нагреваться, поглощая солнечную 
радиацию. При орбитальном полете в общем балансе могут быть 
существенны также потоки собственного и отраженного излуче¬
ния планеты. 

Для сброса теплоты в космос применяются радиаторы -
пластинчатые конструкции, с поверхности которых происходит 
излучение в пространство. Вдоль пластинчатых элементов радиа¬
тора теплота транспортируется теплопроводностью. 

Приведем в качестве примера данные для американской 
космической системы Apollo. Внутреннее тепловыделение аппа
рата оценивалось в 2500 Вт, причем из них 900 Вт было необхо¬
димо отводить из кабины экипажа при температуре примерно 
280 К, а остальные 1600 Вт - от аппаратуры при температуре 
322 К. Исследовалась работа радиаторов на земной орбите, в от¬
крытом космосе, на лунной орбите и на лунной поверхности. Вы¬
яснилось, например, что на лунной поверхности необходимы до¬
полнительные экраны или требуется специальный выбор места 
посадки вне экстремальных по радиационным условиям областей. 
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Элементарную оценку необходимой поверхности радиато
ра Area получают, приравнивая внутреннее тепловыделение соб
ственному излучению радиатора: 

W 

Area • Тепловыделение, Вт 
4 

radiator 

Плотность собственного 
излучения радиатора 

Расчет дает явно заниженные значения поверхности Area, 
и целью рассматриваемого далее учебного проекта является раз
работка более полной модели (рис. 9.15), учитывающей: 

• внутреннее тепловыделение; 
• поглощение солнечного излучения; 
• собственное излучение в космос; 
• распространение теплоты по элементам конструкции ра¬

диатора посредством теплопроводности; 
• нестационарность теплового режима. 

Рис. 9.15. Тепловая схема орбитальной платформы 

Геометрия платформы принята предельно простой - это 
пластина (LB) с активной центральной частью боковыми па
нелями-радиаторами. Предполагается, что в центральной (активной) 
части платформы имеется тепловыделение, обусловленное функци¬
онированием энергетической установки, электронной аппаратуры, 
системы жизнеобеспечения. Теплота передается вдоль пластины 
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посредством теплопроводности и поступает в пассивную часть, вы
полняющую функцию дополнительного излучателя - радиатора. 

Плотность потока солнечного излучения на орбите Земли 
Esoiar (так называемая солнечная постоянная) составляет 
1370 Вт/м 2. Ориентация платформы задается углом \|/ между ее 
нормалью и направлением на Солнце. При \|/ = 0 вклад солнечного 
излучения в тепловой баланс платформы будет максимальным, а 
при \|/ = п/2 - нулевым. 

Плотность собственного излучения платформы определя¬
ется как функция локальной температуры: 

q s _em l s s l on = - 8 о Т ( х , т ) 4 , (9.38) 

где о = 5,67-10 - 8 Вт/м 2 К 4 - постоянная Стефана-Больцмана. Об¬
ратным тепловым излучением космоса пренебрегают, поскольку 
его температура близка к абсолютному нулю. 

Принципиальное значение имеют радиационные свойства 
поверхности. Специальное покрытие из оксида титана или оксида 
магния обеспечивает следующее распределение спектральной 
степени черноты 8х(^) по длине волны излучения (для умеренных 
значений температуры): 

1 ~ 

Gx{k wave) 

0 
0 

Рис. 9.16. Спектральная степень черноты платформы 

Для операций с высокотемпературным коротковолновым 
солнечным излучением следует использовать значение коэффици¬
ента поглощения: 

A ^1^.<2мкм 0 , 1 5 , 

а для низкотемпературного длинноволнового (инфракрасного) 
излучения платформы - степень черноты: 
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^ ^XIX>2MKM 0 , 9 . 

Благодаря этим замечательным свойствам покрытия удает
ся значительно снизить температуру радиационных поверхностей. 

Если внешние радиационные условия и внутреннее тепло
выделение фиксированы, то устанавливается тепловое равнове
сие: поглощенное солнечное излучение и внутреннее тепловыде
ление будут уравновешиваться собственным излучением плат
формы в космос. Равновесная температура переменна вдоль плат
формы, поскольку теплота преимущественно выделяется в цен
тральной (активной) части платформы и распространяется тепло
проводностью вдоль радиатора. 

Если ориентация платформы или режимы работы обо
рудования изменяются, то возникают нестационарные (пере
ходные) тепловые процессы, исследование которых, как пока
зывает ссылка на проект Apollo, так же актуально, как и расчет 
стационарного режима. 

Таким образом, предметом анализа является простран
ственно-временное распределение температуры T(x,z) орбиталь
ной платформы. 

Здесь мы приведем только ядро вычислительной програм
мы (рис. 9.17). 

Pdesolve Method 

Given Дифференциальное уравнение теплопроводности 

T T (x , x ) = a-T x x(x 
f q s e m i s s i o n ( T ( x , x ) ) q s absorb uDf q s a c t ( x ) uDf | 

, x ) +1 = uDf-a н = a н = a 1 
\ X X 2 X 2 J 

T ( x , 0 ) = T i n i t 
<< Начальное условие 

T ( 0 , x ) = 0 T [ — ,x I = 0 << Граничное условие при x=0 и при 
x x l 2 J x=L/2 

0 ^ 
f 0 | 

T := Pdesolve T, x, , x , I I , nX, nTime 
— — \xMax J 

v 2 J 

<< Численное интегрирование 

Polynomia l !M 

Рис. 9.17. Расчет температурного поля платформы 

Дифференциальное уравнение теплопроводности включа
ет источниковый член, содержащий излучение платформы в кос-
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мое, поглощение солнечного излучения и тепловыделение в ак
тивной зоне. Нестационарное температурное поле платформы 
рассчитывается методом Pdesolve. 

Полное пространственно-временное представление про
цесса установления температурного режима дается трехмерным 
графиком на рис. 9.18. По вертикальной оси откладывается тем
пература, а в горизонтальной плоскости - координата Coordinate 
вдоль пластины (вдоль платформы) и время Time. В основании 
графика показано стилизованное изображение платформы. 

xTimePlate_array= CreateMeshl Plate,—,— ,0 ,xMax ,nX, nTime] 

Ц1 = 1 
—act = 0.1 

— = 0.8 

Рис. 9.18. Пространственно-временная диаграмма 
изменения температуры платформы 
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Глава 10. ТЕПЛООБМЕН ИЗЛУЧЕНИЕМ 
В СИСТЕМЕ С ИЗЛУЧАЮЩИМ 
И ПОГЛОЩАЮЩИМ ГАЗОМ 

Тепловое излучение газов (разреженных сред) имеет две 
основные особенности по сравнению с твердыми телами, а имен
но, селективность и объемность. 

Одноатомные и двухатомные газы (такие как азот, кисло¬
род) практически прозрачны для инфракрасного излучения и не 
излучают в этой области спектра. Трехатомные газы (особенно 
важны водяной пар и углекислый газ, содержащиеся в продуктах 
сгорания) сильно поглощают и излучают, но только на опреде
ленных длинах волн (селективность). Их спектр имеет полосовой 
характер, в то время как твердые (плотные) тела имеют непре¬
рывный спектр. 

Другая важная особенность - объемный характер излуче
ния: малый объем газа или газ при очень малом давлении содер¬
жит малое число излучающих (поглощающих) молекул и поэтому 
слабо излучает и практически прозрачен. Наоборот, большие объ
емы при большом давлении сильно излучают и поглощают (в сво¬
их полосах спектра). 

Приложения рассматриваемой теории весьма многообраз¬
ны. Прежде всего, это камеры сгорания и высокотемпературные 
теплообменники тепловых электрических станций, газотурбинные 
и ракетные установки и двигатели, различные высокотемператур¬
ные теплотехнологии, в том числе плазменные. Все больший ин¬
терес вызывают проблемы взаимодействия теплового излучения с 
атмосферой Земли и других планет земной группы (Венеры, Мар¬
са) в связи с прогнозированием изменения климата. 

10.1. Расчет излучения и поглощения газов 

Количественной характеристикой потока излучения в га
зовом объеме является спектральная интенсивность излучения: 

^ = 4гГ:Г> Вт/(м 2 м ср). (10.1) 
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Согласно этому определению, спектральная интенсив
ность есть поток излучения в единичном интервале длин волн, 
отнесенный к единице контрольной площадки, нормальной к 
направлению излучения, и единице телесного угла, внутри кото
рого распространяется излучение (рис. 10.1). 

Рис. 10.1. Изменение спектральной интенсивности при поглощении 

Проследим за тем, как изменяется величина интенсивно
сти излучения вдоль длины пути луча вследствие поглощения фо
тонов на молекулах газа. Пусть s - расстояние, отсчитываемое от 
сечения, в котором задано начальное значение потока. Выделим 
элементарный контрольный объем толщиной ds и выпишем вы
ражение для поглощенного в этом объеме излучения: 

—— = -кх ds. (10 2) 

Это соотношение можно пояснить, используя метафору 
«стрельбы» наугад: чем больше число мишеней (молекул), тем 
больше попаданий (актов поглощения фотонов). Вероятность по¬
падания пропорциональна толщине ds, так как чем толще погло¬
щающий слой, тем больше молекул встретится на пути фотона. 

Коэффициент Kx, 1/м, называют коэффициентом ослабле
ния луча. Его величина зависит от рода газа, длины волны (в ок
нах прозрачности кх = 0), температуры. Так как с ростом давления 
p газа пропорционально увеличивается концентрация мишеней-
молекул, принято представлять Kx как произведение: 

Кх = К'p . 
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В случае смеси газов, используется парциальное давление 
поглощающего газа. Напомним, что трехатомные газы, такие как 
водяной пара и углекислый газ, излучают и поглощают, в то время 
как двухатомный азот прозрачен для инфракрасного излучения. 

Интегрирование соотношения (10.2) дает экспоненциаль¬
ный закон ослабления интенсивности по ходу луча за счет по¬
глощения (закон Бугера): 

Ix (s) = Ix (0)exp(-kx ps). (10.3) 
Величину 1/Kx, имеющую размерность длины, интерпрети¬

руют как длину свободного пробега фотона. Если толщина слоя s 
существенно меньше 1/кх (оптически тонкий слой газа), то излучение 
практически не поглощается (см. формулу (10.3)). В продуктах сго¬
рания длина свободного пробега по порядку составляет 10 - 1м. 

Используя формулу (10.3), можно вычислить коэффициен¬
ты поглощения и пропускания слоя газа конечной толщины: 

I x(0) - I x(s) , , , ч  
Axr ' / ( 0 ) =1 - e x p ( - k x p s ) ; (10.4) 

х ( 0 ) 

£ V = 1 - A x r = e x p ( - k x p s ) . (10.5) 

Закон Кирхгофа для излучения и поглощения в газе 
Далее мы хотели бы связать характеристики поглощения и 

излучения газа, подобно тому как это было сделано для коэффи¬
циента поглощения и степени черноты твердых тел при формули¬
ровке закона Кирхгофа. Рассмотрим радиационный контакт газа и 
поверхности черного тела, взятых при одной и той же температу¬
ре и находящихся в термодинамическом равновесии (рис. 10.2). 

Рис. 10.2. Радиационное равновесие газового объема и черной поверхности 
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Поскольку никакого результирующего обмена энергией 
быть не должно, газ испускает в направлении черной поверхности 
столько же энергии, сколько им поглощено. Мы можем рассмат¬
ривать это утверждение как принцип детального равновесия и за¬
писать для любого объема газа протяженностью s внутри произ
вольным образом ориентированного телесного угла dco следую¬
щее уравнение баланса: 

A r I 0 X ( ? 7 , ^ ) = 8 х т 4 х ( Т Л ) , 

1 » ' 1 » ' (10 6) 
Поглощенное излучение Собственное излучение v ' 

черного тела газа 

где в качестве падающего излучения I x(0) (рис. 10.1) следует по
нимать теперь интенсивность излучения I 0 X (T, X) черной площадки 
dF. Излучение газа (в правой части уравнения (10.6)) мы опреде
ляем, вводя понятие степени черноты газового объема 8X r как доли 
от излучения черного тела I0\(T, X) на той же волне и при той же 
температуре. 

С привлечением (10.4), получим из (10.6) окончательный 
результат: 

8 x r = A x r = 1 - e x p ( - k x p s ) . (10.7) 

Основной задачей в дальнейшем будет расчет радиаци¬
онного теплообмена между газовым объемом и ограничиваю¬
щими его твердыми поверхностями. При расчете поглощения в 
газовом объеме по формуле (10.7) в качестве характерного раз
мера s используется средняя длина пути луча, вводимая в сле¬
дующем параграфе. 

Спектральную плотность потока полусферического излу¬
чения газа на поверхности газового объема рассчитывают как: 

Exr ( T r , X )
 = 8xr E0X ( T r , X ) ; (10 8) 

8 x r = 1 - e x p ( - k x p s X 

где £ 0 x ( T , X), Вт/(м 2м) - спектральная плотность потока излучения 
черного тела, определяемая законом Планка. 

Средняя длина пути луча 
В практических расчетах требуется знать степень черноты 

некоторого объема газа, ограниченного, например, стенками ка¬
меры сгорания. Длина пути луча будет различной по разным 
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направлениям, поэтому необходима операция осреднения. При¬
мем в качестве основных геометрических параметров излучающе¬
го газового облака его объем V и поверхность F . Тогда характер¬
ный линейный размер определится из соображений размерности 
как отношение величины объема к площади ограничивающей по¬
верхности: 

Недостающее значение безразмерного коэффициента С 
определяется так, чтобы это выражение было справедливым для 
простейшего трехмерного объекта - сферы. 

Найдем среднюю длину пути луча для сферы. Прямой 
способ состоит в следующем: необходимо взять малую площадку 
на поверхности сферы и усреднить расстояние до границы, двига¬
ясь в разных направлениях. Однако проще поступить по другому. 
Рассмотрим параллельный пучок лучей, исходящих с элементов 
нижней полусферы и достигающих соответствующих элементов 
верхней полусферы (рис. 10.3), и усредним соответствующие зна¬
чения s: 

s = C— 
F 

(10.9) 

Рис. 10.3. Вычисление средней длины пути луча 

4тгЛ2 ' 
(10.10) 
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Ясно, что благодаря полной симметрии результат осред¬
нения для другого направления параллельного пучка будет таким 
же. Чтобы согласовать определение с прямым вычислением, 
необходимо положить С = 4. Поправочный коэффициент 0,9 
улучшает в среднем согласование с точными расчетами для раз¬
личных форм, поэтому окончательная рекомендация такова: 

s = 3,6-F . (10.11) 

В дальнейшем мы будем всегда под s понимать среднюю 
длину пути луча, определяемую формулой (10.11). 

Модель серого газа 
Все приведенные выше соотношения относились к моно¬

хроматическому излучению, то есть излучению на данной длине 
волны. Это естественный подход к анализу излучения и поглоще¬
ния в газах, поскольку спектр газа полосовой, а не непрерывный, 
как у твердых тел. Однако для практических расчетов требуется 
более простое описание. Чаще всего применяется модель серого 
газа, в рамках которой оперируют с суммарным излучением газа 
Er, Вт/м 2, как с излучением серого тела: 

Er = 8 r E 0 = 8 roT r

4 . (10.12) 

Интегральная степень черноты 8г зависит от температуры, 
концентрации поглощающих газов (таких как трехатомные водя¬
ной пар и углекислый газ), размеров газового объема. Проанали¬
зируем характер этих зависимостей. 

Начнем с анализа излучения одного из компонентов про
дуктов сгорания - углекислого газа при температуре 1400К. Ос¬
новные три полосы излучения-поглощения для углекислого газа 
расположены в следующих интервалах длин волн (рис. 10.4) ин¬
фракрасного диапазона: 

1) 2,56-2,88 мкм; 
2) 4,15-4,76 мкм; 
3) 9-20 мкм. 
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1 , 4 E + 1 0 
1 , 2 E + 1 0 
1 , 0 E + 1 0 
8 , 0 E + 0 9 
6 , 0 E + 0 9 
4 , 0 E + 0 9 
2 , 0 E + 0 9 

0 , 0 E + 0 0 
0 , 0 E + 0 0 1 , 0 E - 0 5 2 , 0 E - 0 5 

Длина волны, м 
-Абс.черное тело; 

•Спектр углекислого газа 

Рис. 10.4. Спектры излучения черного тела и бесконечно толстого слоя 
углекислого газа при Г=1400К 

Плотность потока излучения рассчитывают отдельно для 
каждой полосы спектра, интегрируя (10.8) в указанных интерва
лах длин волн и принимая коэффициент к% примерно постоянной 
величиной внутри каждого интервала (к% = k\j): 

= (1 - вк>-ps) • ( j E^db), Вт/м 2; 
2,5640 - 6 

4,7640 - 6 

ДE2r = (1 - e-^2 ps) • ( j ^ d l ) , Вт/м 2; 
4,1510 -

ДEзr = (1 - e ^ 3 p s ) • ( j E^dl), Вт/м 2, 

(10.13) 

(10.14) 

(10.15) 

где первые множители в слагаемых правой части есть спектраль¬
ные значения степени черноты газа: 

к x,ps 

Интегралы в правых частях показывают, сколько энергии 
излучает черное тело в каждой полосе. Экспоненциальные мно¬
жители учитывают зависимость от длины пути луча и изменяются 
в пределах от 0 до 1. Если s велико, то газ в своих полосах излуча¬
ет как черное тело (рис. 10.4). 

-6 
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При заданном s может получиться так, что, скажем, во 
второй полосе из-за большой величины коэффициента ослабления 
кх2 газ излучает уже как черное тело - его спектральная степень 
черноты достигает единицы, а в других полосах значения спек¬
тральной степени черноты еще далеки от этого максимального 
значения (рис. 10.5). 

1 , 4 E + 1 0 

1 , 2 E + 1 0 

1 , 0 E + 1 0 

8 , 0 E + 0 9 

6 , 0 E + 0 9 

4 , 0 E + 0 9 

2 , 0 E + 0 9 

0 , 0 E + 0 0 
0 , 0 E + 0 0 1 , 0 E - 0 5 

Длина волны, м 
-Абс.черное тело; 

•Спектр газа, в=3м 

Серый газ, Э=3м 

2 , 0 E - 0 5 

Рис. 10.5. Излучение слоя газа конечной толщины 
в полосах спектра и по модели серого газа 

Рассчитаем теперь интегральную степень черноты, для че¬
го необходимо просуммировать излучение газа во всех полосах и 
разделить результат на интегральное излучение черного тела при 
той же температуре: 

ME1r + M 2 r + Д E з r 

= (1" 
- kX1ps f 18799 

^217819 

+(1 - e^3ps 

o T 4 

(1 - kX2 p s 14452 
217819 

f 9340 
^217819 

(10.16) 

8 r 
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Числовые (дробные) множители показывают доли излуче¬
ния черного тела в пределах полос спектра газа. Эти множители 
зависят от температуры, поскольку полосы остаются практически 
фиксированными, а планковская кривая излучения черного тела 
смещается - сдвигается в сторону коротких волн при увеличении 
температуры. 

При s — да, то есть для больших объемов газа (оптически 
толстых слоев газа), все сомножители в (10.16) вида 

(1 - e 1 ) , 
т.е. спектральные значения степени черноты, обращаются в еди¬
ницу, поэтому: 

18799 +14452 + 9340 „ „ 
s r = * 0,2. (10 17) 

r» 217819 
Это максимально возможное значение для углекислого газа 

при заданной температуре (1400К). Оно существенно меньше еди¬
ницы, так как газ излучает только в отдельных полосах спектра. 

Излучение газа как серого тела представлено на рис. 10.5 в 
виде нижней непрерывной кривой: площадь под этой кривой та¬
кая же, как площадь в полосах излучения газа. 

Формула (10.16) объясняет влияние основных факторов на 
степень черноты газа. Влияние температуры проявляется главным 
образом через 8Гоэ. При повышении температуры спектр черного 
тела смещается в сторону коротких волн, а полосы излучения газа 
остаются примерно на прежнем месте. Поэтому доля излучения уг¬
лекислого газа от излучения черного тела изменяется: она достигает 
максимума при такой температуре (примерно 1000К), когда полосы 
газа расположены вблизи максимума излучения черного тела. 

Объемный характер излучения газа проявляется в экспо¬
ненциальных сомножителях (10.16), то есть в выражениях для 
спектральной степени черноты. Чем больше размеры объема (то 
есть чем больше длина пути луча) и чем больше парциальное дав¬
ление поглощающего газа, тем больше степень черноты газа, пока 
не достигается предельное значение 8 Г » . 

Формула (10.16) дает хорошую основу для расчета степе¬
ни черноты газа. Однако при этом необходима подробная инфор¬
мация о спектральных характеристиках излучения газа, таких как 
коэффициенты ослабления луча в различных полосах спектра, 
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ширина полос в зависимости от температуры. В общем, следует 
признать, что такая методика пока недостаточно приспособлена 
для оперативных инженерных расчетов. 

Существует упрощенная модель, представляющая излуче
ние реального газа как взвешенную сумму излучений смешанных 
серых газов с различными коэффициентами поглощения («the 
mixed grey-gas model»). Например, в трехкомпонентном представ
лении с индексами 0,1,2: 

в , ( p s T ) = 1 ( г ь + у г ) • (1 - е ~ к г , п И ) ; 
"~ Весовые коэффициенты: С т е п е н и ч е р н о т ы 

как функции температуры , м о д е л ь н ы х г а з о в к а к 

функции длины пути луча 

+ Ъ%пТт) = 1; 
»=о (10.18) 

' 0.437 > ' 0.0713 > ( 0 ^ 

bi = 0.390 ; *2 = -0.0052 •10 - 3 ; кг = 1.88 

v 0.173 j 
-0.0661 j v 68 8 j 

p = p H 2 o + p c o 2

; p H 2 o / p c o 2 = 1 - 2 . 

Вторая строка в этой записи означает, что сумма весов 
должна быть равна единице. 

Числовые значения коэффициентов в (10.18) подбираются 
таким образом, чтобы наилучшим образом описать эксперимен
тальные данные по излучению продуктов сгорания, содержащих 
водяной пар и углекислый газ как основные излучающие (трех
атомные) компоненты газовой смеси. Давление p в (10.18) опре¬
деляется как сумма парциальных давлений излучающих компо¬
нентов; указанный интервал отношений парциальных давлений 
водяного пара и углекислого газа соответствует сжиганию раз¬
личных углеводородных топлив, от жидких ( р н 2 о / p c o 2 ~ 1) до 
природного газа ( р н 2 о / p c o 2 ~ 2). Наличие двухатомного азота 
(прозрачного и неизлучающего газа) учитывается в модели смеси 
серых газов (10.18) составляющей с индексом «0»: кг,0 = 0. 

Результаты расчетов степени черноты газообразных про
дуктов сгорания по модели (10.18) представлены на рис. 10.6, 
рис. 10.7. Графики показывают, как растет степень черноты газо
вого объема по мере увеличения приведенной длины пути луча, 

339 



стремясь к предельному значению, остающемуся однако суще
ственно меньшим единицы. Такое правильное асимптотическое 
поведение обеспечивается наличием неизлучающего «0»-
компонента в модельной смеси серых газов (kr,0 = 0). Зависимость 
от температуры оказывается убывающей, по обсуждавшимся уже 
выше причинам. Имеется формальный верхний предел примени
мости аппроксимаций (10.18) по температуре - это 2617 K. Ясно, 
что существует и физический предел: горячая - при температуре 
6000 K - плазма на поверхности Солнца излучает сплошным 
спектром как абсолютно черное тело. 

Three-term (two grey plus one clear) gas model: 

' 0.437^ ' 0.0713 ^ ' 0 ^ ' 1 Л 

bi := 0.390 -0.0052 •0.001 kp := 1.88 E := 1 

v0.173У v-0.0661; v 68.8 j v 1 У 

= 1 

n = 0 

= 0 
n 

n = 0 

:p(ps ,T p ) : = ( b

1 + b ^ T r ^ ( E - exp( - k

rps)) 

s p (ps ,300) 

0.8-

s p (ps ,500) 

s p (ps ,1000) 0 6 

s p (ps ,1500) 

s p (ps , 2 0 0 0 ) 0 . 4 ~ 
Sp (ps , 2617) 

0.2h 

0.5 1 

ps 

1.5 

Рис. 10.6. Степень черноты газообразных продуктов сгорания в зависимости 
от приведенной длины пути луча ps при различных температурах 

0 
0 2 
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1 

s r (ps ,2000) 

sp (ps ,2617) 1x10" 3 7 - ' " ' 

s r (ps ,300) 

s p (ps ,500) 

s p (ps ,1500) 

s p (ps, 1000) 

0.01?^ 

0.1 ~ 

1x10 
4 

1x10 
3 

0.01 0.1 10 

ps 

Рис. 10.7. Степень черноты газообразных продуктов сгорания в зависимости 
от приведенной длины пути луча ps при различных температурах 

(логарифмическая шкала) 

При анализе теплообмена излучением в камерах сгорания 
(см. следующий параграф) необходимо рассчитывать ослабление 
излучения от стенок при прохождении через объем газа. Коэффи
циенты поглощения и пропускания в рамках модели серого газа 
определяются как: 

Здесь возникает проблема выбора определяющей темпера
туры. Ясно, что при расчете собственного излучения газа: 

степень черноты ег (ps, Тг) должна быть определена посредством 
(10.18) по температуре газа Тг . 

Однако при расчете поглощения в газовом объеме следует 
учитывать, что падающее излучение генерируется стенками, 
находящимися при другой температуре Т с ф Тг , а также включает 

(10.19) 

ЕГ (Тг) = е г ( ps, Тг ) • E0 (Тг) = е г ( p s , T 0 • а Т / 

341 



отраженное излучение самого газового объема. Поэтому спек
тральный состав падающего излучения и, следовательно, коэффи
циент поглощения реального (несерого) газа зависит, вообще го¬
воря, от обеих температур Тг и Тс. 

В предельном случае черных стенок отраженное излучение 
нулевое, поэтому: 

А Г = e^ps, ТС); Dj, = 1 - А Г = 1 - е г 0 " , ТС), (10.20) 

где величина ег должна быть рассчитана посредством (10.18) по тем¬
пературе стенки Тс . Можно принять этот результат как разумную 
рекомендацию для большинства практически важных случаев. 

В рамках модели серого газа радикально решить подобные 
проблемы нельзя. Лучшим выходом было бы рассчитывать явле¬
ния излучения и поглощения отдельно в полосах излучения-
поглощения и в окнах прозрачности и затем суммировать резуль¬
тирующие потоки. Однако, по-видимому, должно пройти время, 
прежде чем исследователи подготовят для практических инжене¬
ров достаточно простые и надежные методики расчета спектраль¬
ных характеристик газов и их смесей. 

10.2. Радиационно-конвективный теплообмен 
в камере сгорания 

Продукты сгорания органического топлива, например, 
природного газа, содержат в значительной концентрации углекис¬
лый газ и водяной пар. Излучение и поглощение в такой среде -
это существенные эффекты, которые необходимо учесть при рас¬
чете теплообмена в камерах сгорания, таких как топки парогене¬
раторов электростанций, котлы-утилизаторы для использования 
теплоты уходящих газов различных теплотехнологических уста¬
новок и т.п. Уровень температуры газа в объеме определяется ба¬
лансом между теплотой сгорания топлива и теплоотводом к теп-
ловоспринимающим поверхностям, таким как экраны труб, внут¬
ри которых протекает рабочее тело. 

В зависимости от уровня температуры газа изменяется соот¬
ношение между переносом теплоты излучением и конвекцией. При 
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высоких температурах основную роль играет перенос теплоты из¬
лучением (между поверхностями, между поверхностями и высоко¬
температурным газом), а при умеренных температурах будет суще¬
ственным и вклад конвективного теплообмена между газообразны¬
ми продуктами сгорания и стенками камеры сгорания. 

Расчет радиационного теплообмена при заданных 
температурах поверхностей и газа 

Рассмотрим замкнутую систему N изотермических по¬
верхностей, ограничивающих объем, заполненный излучающим и 
поглощающим газом (рис. 10.8). Температуры поверхностей Т и 
газа Тг считаются заданными величинами. Предполагается, что 
газ в камере сгорания хорошо перемешан и его температура Тг 
примерно постоянна по объему. Требуется рассчитать радиацион¬
ный теплообмен в такой системе, то есть найти плотности резуль
тирующих потоков излучения Ерез; на каждой поверхности F; . 

N = 5 

5 

If 
V 

1 у 
2 ) 

/ 3 

Рис. 10.8. Радиационный теплообмен в камере сгорания 

В целом последующие вычисления аналогичны тем, что 
были выполнены в главе 9 для диатермичной среды, но будут от¬
личаться от них в двух отношениях. 
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Необходимо учесть теперь два новых фактора: 
• излучение газа на ограничивающие поверхности; 
• частичное поглощение в газовом объеме радиационных 

потоков, отправляющихся с одной поверхности на другую. 
В основе расчета лежат очевидные соотношения для твер

дых поверхностей, следующие из определений понятий эффек¬
тивного, собственного и падающего лучистых потоков: 

Еэф = Есоб + R • Епад; (10.21) 

Ерез = Еэф - Епад. (10.22) 

Рассмотрим радиационное взаимодействия фиксированной 
i-поверхности с какой-либо /-поверхностью. Все излучение 
/-поверхности есть: 

Е э ф , Вт. 

На i-поверхность отправляется часть этого излучения, опре
деляемая угловым коэффициентом/-поверхности на i-поверхность: 

Е э ф ф . . , Вт, (10.23) 

но доходит только: 

(Еэф /F/ф/ 7 )D г / , Вт, (10.24) 

где Dr / - коэффициент пропускания газа: Dr / = 1 - Аг/, рассчиты
ваемый по (10.20) при температуре стенки Т/. Здесь мы учли эф¬
фект частичного поглощения в газовой среде радиационного по¬
тока от стенок. 

Плотность потока падающего излучения от одной 
/-поверхности составит: 

Еэф ,F, ф / i 

1-HLDri , Вт/м 2, (10.25) 

или, с учетом свойства взаимности (F/ ф Jj = F t ф j J ) : 

(Еэф /ф / )Dr / . (10.26) 
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Теперь необходимо просуммировать плотности падающе
го излучения от всех /-поверхностей (/ = 1 .. N ) и добавить излу
чение газового объема Ег : 

(10.27) 

где 

Следовательно, для каждой i-поверхности в соответствии с 
формулой (10.21) можно записать уравнение: 

Е Э Ф ; = Е С ° 6 ; . + Я Е п а д , = Е С ° 6 ; . + R ( Е г + X Е э ф / • фРг/X (10^8) 
j 

согласно которому эффективное излучение -поверхности скла¬
дывается из собственного и отраженного излучения этой поверх¬
ности, причем последнее есть Ri - доля от падающего излучения, 
обусловленного: 

• излучением газа; 
• эффективным излучением всех /-поверхностей, ослаб¬

ленным поглощением в газовой среде. 
Мы получили систему линейных уравнений относительно 

эффективных потоков излучения Еэф, которую можно решить, 
например, методом исключения Гаусса. 

После того как величины Еэф определены для всех по¬
верхностей, рассчитывают плотности результирующего потока 
излучения, которые определяются в соответствии с формулой 
(10.22) как разности эффективного и падающего излучения: 

Ерез ; = Еэф ; - Епад ; = Еэф ; - (Е г + ̂  Еэф / • ф ^ г / ) . (10.29) 

В принципе, задача решена, однако полезно представить 
систему уравнений (10.28) и соотношение для расчета результи¬
рующих потоков (10.29) в матричной форме, удобной для вычис¬
лений на компьютере. 

Используя для отдельно стоящей величины Еэф ; в уравне
ниях (10.28) и (10.29) тождество: 
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Е э ф ; - X / Ъ/ , (10.30) 
j 

где 8;/ - символ Кронекера, и приводя подобные члены, получим: 

X Е э ф / • ( 8 / - RCPiA/ ) = Е с ° б ; + ОД (10.31) 
j 

^ = X ( 8 / - ф^Г/ ) - (10.32) 
j 

Эквивалентная матричная запись выглядит следующим 
образом: 

A • Еэф = B, (10.33) 

Ерез = D • Еэф - ЕГ. (10.34) 

Элементы матриц и вектора правой части рассчитываются 
по формулам: 

О, = 8/ - R ф / ; Ъг = Е с ° б ; + Rfir; (10.35) 

du= 8 / - ф j D г / ; (10.36) 

Есоб ; = е ,QT 4 ; ЕГ = 8 Г оГ Г

4 . (10.37) 

Коэффициент отражения для серых поверхностей вычис¬
ляется как: 

R = 1 - 8; . (10.38) 

Степень черноты газа 8г рассчитывают в соответствии с 
рекомендациями предыдущего подраздела по формуле (10.18). 

Мы закончили формулировку задачи для расчета резуль¬
тирующих потоков излучения при заданных температурах по
верхностей. Преимущества такой постановки состоят в том, что, 
во-первых, радиационные потоки рассчитываются независимо от 
того, имеют место дополнительные конвективные потоки или нет, 
и, во-вторых, вычислительные процедуры оказываются простыми 
и быстрыми благодаря линейности задачи. 

После того как результирующие потоки излучения Ерез ; 

определены из (10.33), (10.34), можно рассчитать значения сум-
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марных плотностей тепловых потоков на границах, с учетом до
полнительной, конвективной составляющей теплообмена между 
газом и ограничивающими поверхностями (рис. 10.9): 

qi = Е р е з , + a , ( Т -Гг), (10.39) 

где а, - коэффициенты теплоотдачи на внутренних поверхностях 
системы, определяемые по известным соотношениям конвективно
го теплообмена. Температуры поверхностей Т и газа Тг в принятой 
здесь формулировке задачи считаются заданными величинами. 

4i 

Рис. 10.9. Тепловые потоки на стенке 

Расчет радиационно-конвективного теплообмена 
Теперь мы переходим к более реалистичной постановке, 

когда температуры поверхностей могут быть заранее неизвестны 
и требуются некоторые дополнительные условия для их опреде¬
ления (рис. 10.10). Температуру газа будем по-прежнему полагать 
заданной (в заключение мы покажем, как рассчитать расход топ¬
лива, необходимый для поддержания этой температуры). 

Плотность теплового потока q,, подводимого извне в си¬
стему, определяется уравнением: 

q = Е р е з , + a,. ( T - Т г ) , (10.40) 

согласно которому теплота, подводимая извне (левая часть) отво¬
дится от -поверхности посредством излучения (первое слагаемое 
справа) и конвекцией (второе слагаемое). За положительное 
направление потоков в (10.40) выбрано направление «внутрь ка
меры сгорания». Например, если в результате расчета получилось 
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Ерез/ > 0, то результирующий поток излучения направлен от рас¬
сматриваемой поверхности внутрь камеры сгорания. Знак указы¬
вает направление потока, которое может быть различным в зави¬
симости от соотношения температур газа и стенок. 

Чаще всего на практике бывает задана (средняя) темпера
тура Tout; внешнего теплоносителя и коэффициент теплоотдачи 
a o u u с внешней стороны / -поверхности, так что: 

q i = a o u t , i ( T o u t , z — T i ) . 

Тогда уравнение (10.40) переписывается в виде: 
q , = a o u t , , ( T o u t , , — T

 ) = Е р е з , + a i
 ( T —

 T r )
 . (10.41) 

где, например, Tout - температура кипения воды в трубах экранной 
поверхности парогенератора, aout - коэффициент теплоотдачи при 
кипении в трубах, или, соответственно, средняя температура пе¬
регретого пара в пароперегревателе и коэффициент теплоотдачи 
при течении перегретого пара в трубе. 

\\\\\\\\\\\\\\\\ Ш 

Ерез- \ \\\\\\ 
пгл ! > : i ' 

q i = а out, i (Tout, i — T i ) \ 

a 

Рис. 10.10. Граничное условие 
в случае неизвестной температуры стенки 

Итак, в новой постановке, в уравнениях вида (10.40), (10.41) 
до решения задачи неизвестны ни температуры стенок T , ни плот¬
ности результирующего потока излучения Ерез,. Можно сказать, 
что уравнения вида (10.40), (10.41) добавляются теперь к системе 
(10.33), (10.34) как граничные условия на тех ,-поверхностях, для 
которых не заданы в явном виде температуры T, . 
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10.3. Компьютерная модель камеры сгорания 

Алгоритм решения задач 
Система уравнений ((10.31) или (10.33)) для эффективных 

потоков излучения содержит значения температур поверхностей, 
которые сами могут быть неизвестными. 

Решение этой проблемы в принципе уже найдено: следует 
записать дополнительные уравнения - граничные условия вида 
(10.41) для тех , -поверхностей, на которых температуры не заданы 
в явной форме. Это создает вычислительные трудности двоякого 
характера. Во-первых, число уравнений возрастает, во-вторых -
расширенная система уравнений становится нелинейной. 

Действительно, в систему уравнений (10.31) искомые зна¬
чения температуры входят в четвертой степени, а в граничные 
условия (10.41) - в первой. Нелинейность системы требует при¬
менения эффективных вычислительных алгоритмов и разработки 
соответствующей компьютерной модели. 

Алгоритм решения задачи может быть примерно таким. 
Пусть для какой-либо -поверхности температура неизвестна. 
Можно задать некоторое пробное значение температуры, решить 
систему (10.31) для эффективных потоков Еэф! быстрым методом 
Гаусса, найти Ерез, и подставить в граничное условие (10.41). 
Вряд ли удастся угадать правильное значение температуры стенки 
с первого раза, поэтому в граничном условии возникнет невязка, 
которую при дальнейших попытках следует уменьшить до нуля (с 
нужной точностью). 

Существуют эффективные стандартные программы (про¬
граммы оптимизации для одной и многих переменных), которые 
осуществляют поиск не случайным подбором, а разумно, двигаясь 
в сторону наискорейшего уменьшения невязки. Такие программы 
имеются в системах инженерных вычислений, например, в пакете 
Mathcad. 

В результате решения задачи становятся известными тем¬
пературы и тех поверхностей, на которых были заданы граничные 
условия вида (10.40) или (10.41). Следовательно, можно вычис¬
лить конвективные потоки тепла на каждой из поверхностей: 
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a(T — Tr) 

и, если необходимо, полные потоки тепла q*, включая радиацион
ную и конвективную составляющие, по формуле (10.40). 

Определение расхода топлива 
В качестве факультативного дополнения, в заключение 

кратко рассмотрим вопрос о расходе топлива в камере сгорания 
(рис. 10.11) котла-утилизатора, использующего низкопотенциаль¬
ное тепло уходящих газов, которое часто просто сбрасывается в 
окружающую среду. Например, газовая турбина применяется как 
привод для компрессора, перекачивающего газ по магистрально¬
му газопроводу, а выхлоп газа с температурой примерно пятьсот 
градусов можно направить в котел-утилизатор (рис. 10.11) для 
организации теплоснабжения и дополнительной выработки элек
троэнергии. Чтобы поднять уровень температур, целесообразно 
дополнительное сжигание газа в котле-утилизаторе. 

Рис. 10.11. Радиационно-конвективный теплообмен 
в камере сгорания 

Расчет проведем на основе теплового баланса, согласно 
которому суммарный (радиационно-конвективный) теплоотвод к 
стенкам равен изменению энтальпии потоков, поступающих в ка¬
меру сгорания при температурах, обозначения которых снабжены 
штрихом, и далее при сгорании хорошо перемешанных при тем
пературе Тг: 
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О = G (с Т' +АН) + G с Т' + G r с ГТ' 
*~-пов топл у p_топл топл у возд p_возд возд Г p Г Г 

-(G + G + Gr)с rTr , 
топ возд r p r r 

(10.42) 

откуда следует: 

О - G с T' - Grс Г Т Г +(G + Gr) с r T r 

„ г^пов возд p _возд возд r p r r V возд TJ p r r , , „ , „ ч 

G т о ^ = Г T' + Л Н \ Т . ( 1 0 . 4 3 ) 

_ т о П л ^тош: + А Н ) - с

Г r T r 

Обратите внимание, энтальпия топлива на входе содер
жит теплоту сгорания АН, Дж/(кг топлива). В формуле фигури
руют также расходы и удельные теплоемкости выхлопа газовой 
турбины Gr, газового топлива G T O mi и воздуха Gвозд как окисли
теля (рис. 10.11). 

Теплоотвод от газа к стенкам Опов рассчитывается как 
сумма тепловых потоков на поверхностях с обратным знаком (так 
как по принятому ранее соглашению положительное направление 
тепловых потоков - внутрь камеры сгорания): 

Quae = - Х q i F i , Вт, (10 44) 
N 

где Ft ,м 2 - площади поверхностей, ограничивающих камеру 
сгорания. 

Итак, чтобы поддерживать температуру в камере сгорания 
на заданном уровне ТГ в условиях, когда теплота от газа отдается 
тепловоспринимающим поверхностям, необходимо обеспечить 
определенный расход топлива, величина которого рассчитывается 
по уравнению баланса (10.43). 

Компьютерная модель 

Завершая математическую формулировку задачи о камере 
сгорания, перечислим еще раз использованные идеи и методы: 

• учитывалось излучение горячих газов на стенки камеры 
сгорания и ослабление потоков излучения от одной стенки к дру¬
гой за счет поглощения в газовом объеме; 
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• при записи граничных условий было принято во внима¬
ние, что тепловые потоки, отводимые к тепловоспринимающим 
поверхностям, обусловлены не только излучением, но и конвек¬
цией от горячих газов к стенкам; 

• неизвестные температуры поверхностей были найдены с 
применением алгоритма оптимизации; 

• с помощью уравнения теплового баланса был определен 
расход сжигаемого топлива, необходимый для поддержания за¬
данной температуры газа в камере сгорания. 

С учетом перечисленных эффектов, формулировка задачи 
оказывается сложной и безусловно требующей применения ком¬
пьютерных вычислений. 

Имеется широкий круг практически важных вопросов, ко¬
торые можно проанализировать, экспериментируя с компьютер¬
ной моделью, например: 

• Как изменяется температура газа в камере сгорания в 
зависимости от расхода топлива? 

• Каковы тепловые потоки, воспринимаемые трубным 
экраном и трубами пароперегревателя, в зависимости от темпера¬
туры в камере сгорания? 

• Как влияет соотношение расходов газа из r T y , топлива 
и окислителя на тепловую производительность? 

• Каково соотношение между радиационными и конвек¬
тивными потоками теплоты в зависимости от температуры? 

Общее представление о компьютерной модели радиацион-
но-конвективного теплообмена, разработанной в программной 
среде Visual Basic, можно получить из приведенных ниже экран
ных копий (рис. 10.12 - рис. 10.15). 

Программа взаимодействует с базой данных, в которой 
хранятся уже исследованные задачи и которую можно редактиро¬
вать и пополнять. Ввод данных осуществляется с помощью гра¬
фического интерфейса, привычного для пользователей Windows. 
Результаты расчетов представляются в наглядной графической 
форме. 
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Раздел 4. ЗАДАЧИ И ИХ РЕШЕНИЯ: 
ПРОЦЕССЫ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ 

Глава 11. ИНЖЕНЕРНЫЕ МЕТОДЫ РАСЧЕТА 

11.1. Методы подобия и размерностей 

Подобие 
Как видно из предыдущих разделов, в курсе тепломассо

обмена систематически применяется безразмерная (обобщенная, 
нормализованная) форма представления определяющих уравне
ний и расчетных рекомендаций. 

Подробный пример нормализации исходного математиче
ского описания приведен в главе 5 («Нестационарная теплопро
водность - Пластина - Математическое описание в безразмерной 
форме»). Напомним, что, применяя заданные в условиях одно
значности масштабы длины и избыточной температуры, мы при
вели к безразмерному виду дифференциальное уравнение тепло
проводности и краевые условия для задачи об охлаждении пла
стины. В результате было получено следующее обобщенное (без¬
размерное) представление для одномерного нестационарного тем¬
пературного поля пластины: 

© = ©(X ,Fo; Bi); 
1 >©>0; 0 < X <1; Fo >0; 

0 < Bi < оо; 

Э(x, т) _t(x, т) - tf ; 

^0 10 - tf (11.1) 
5 

X _-
5 

2^ 
1' 

a а 
V 
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Конкретный вид функциональной зависимости 
Fo; Bi) может быть найден различными способами. В гл. 5 

задача решена классическим аналитическим методом Фурье. В 
гл. 6 рассмотрены применения численных методов. 

Возможно, мы захотим также провести прямые измерения 
температуры. На практике, однако, эксперименты с натурным 
объектом бывают затруднительны или даже невозможны: доста
точно представить себе в качестве объекта исследования массив
ный раскаленный слиток в металлургическом производстве. По
этому опыты приходится проводить на лабораторных моделях, и 
в этом случае безразмерное представление (11.1) помогает пра
вильно спланировать эксперимент - поставить его в условиях, по¬
добных тем, что имеют место в действительности. 

В частности, условие подобия для теплоотдачи на поверх¬
ности тела задается одинаковостью безразмерного параметра -
числа Био - для модели и натуры: 

B i m o d e l B i n a t u r e 
model 

nature 

Как видно, это условие диктует соотношение между ко¬
эффициентами теплоотдачи для натуры и модели. 

Непосредственным результатом эксперимента будут раз¬
мерные значения температуры (в градусах Цельсия °С, Кельви¬
на К, или в другой температурной шкале) в точках с различными 
значениями координаты (измеренными в м, мм, см, футах и т.д.), в 
различные моменты времени (сек, мин и т.п.). 

Далее необходимо привести опытные данные к безразмер
ному виду (см. (11.1)). Время следует отнести к «внутреннему» 
масштабу времени (82/a), координату - к линейному масштабу (по
лутолщине пластины 8), избыточную по отношению к окружающей 
среде температуру - к начальной избыточной температуре 0о. 

После такой обработки первичных данных получится мас¬
сив безразмерных величин X;, Fo;, Bi; , где i-номер экспери
ментальной точки. Итоговая таблица уже не зависит от того, ка¬
кой системой единиц пользовался экспериментатор. 
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На завершающем этапе табличные данные аппроксимиру¬
ют подходящими формулами и обязательно указывают исследо¬
ванную область определения функции. Например, результат мо¬
жет выглядеть следующим образом: 

©(X,Fo; Bi) = 1.27 • cos(1.57X) • exp(-2.46 • Fo); 
0 < X < 1; 
Fo > 0.3; 
Bi > 10. 

Нетрудно увидеть в этой «эмпирической» формуле полу¬
ченное ранее аналитическим методом решение для асимптотики 
больших чисел Фурье и Био (см. (5.48, 5.49) в главе 5). 

Итак, исследование включает следующие этапы: 
• составление математического описания объекта, обычно 

в форме дифференциальных уравнений с краевыми условиями; 
• приведение математического описания к безразмер¬

ному виду; 
• нахождение решения аналитическим, численным или 

экспериментальным методом (в последнем случае осуществляется 
также планирование эксперимента и приведение опытных данных 
к безразмерному виду); 

• указание - в безразмерной форме - границ исследован¬
ной области переменных и параметров. 

Если речь идет об эксперименте, последние два этапа 
называют обобщением опытных данных, имея в виду, что резуль¬
таты частного эксперимента распространяются на целый круг по¬
добных (подчиняющихся условиям подобия) явлений. 

Обсуждавшиеся выше методические вопросы исследова¬
ния теплообмена относятся к специальной дисциплине - теории 
подобия и размерностей. Понятие «подобие» применительно к 
физическим процессам является обобщением интуитивно ясного 
геометрического подобия. Аналогично измерениям (расстояний, 
размеров объектов) на карте местности (т.е. на уменьшенной ко¬
пии Земной поверхности), можно провести измерения полей фи¬
зических величин (например, температуры) на уменьшенной, ла¬
бораторной копии реального процесса или устройства. В обоих 
случаях потребуется пересчет в соответствии с масштабом. При-
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чем пересчитывать необходимо не только размеры и координаты, 
но и время, а также физические поля температуры, скорости, кон
центрации, плотности теплового потока, и т.д. 

Общие правила и масштабы для такого пересчета содер
жатся в обобщенной (безразмерной) записи искомой функцио
нальной зависимости, такой как © = ©(X, Fo; Bi) в нашем приме
ре (11.1). Очевидно, безразмерная температура © будет одинако
вой (для модели и натуры) в сходственных точках (X = idem), в 
сходственные моменты времени (Fo = idem) и при одинаковых 
значениях безразмерного параметра Bi (Bi = idem): 

X = idem => x, 
8, 

Bi = idem 

model xnature 
model 

8 n 

^8 2 ^ 

F o = i d e m = Vodel =T, 
v a J model 

n a t u r e ^ 

v J nature 

a, model anature 
- 1 

8 Jmodel  

8 Jnature 

(11.2) 

0 = i d e m = ^model = 9nature 
9 0 model 

9 0nature 

В целом, избежать возможных ошибок или нечетких тол
кований подобия можно, приняв следующее условие: подобными 
являются процессы, для которых идентична безразмерная форму
лировка, включающая: 

• определяющие дифференциальные уравнения в безраз¬
мерном виде; 

• краевые условия в безразмерной форме; 
• значения безразмерных независимых переменных и 

безразмерных параметров. 
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Анализ размерностей 
Оперативный способ получения безразмерных (обобщен¬

ных) формулировок предоставляет анализ размерностей. Проде¬
монстрируем соответствующую технику на примере теплоотдачи 
при вынужденной конвекции. 

Пусть при предварительном анализе для среднего коэф
фициента теплоотдачи а сформулирован следующий список опре¬
деляющих величин: 

a=a(w, /, р, ер, - ц ) , (11.3) 

включающий скорость набегающего потока w, протяженность те
ла по ходу потока /, плотность р, теплоемкость cp, теплопровод
ность X и динамическую вязкость теплоносителя ц.. Лучший спо
соб составить такой список - это выписать систему дифференци¬
альных уравнений конвективного теплообмена с соответствую¬
щими краевыми условиями, однако указанный перечень можно 
получить и из общих формулировок физических законов (напри¬
мер, коэффициент теплопроводности X фигурирует в законе теп
лопроводности Фурье) или даже на основе физической интуиции. 

Список (11.3) содержит всего n +1 = 7 размерных величин: 
n = 6 определяющих параметров и одну определяемую величину (а). 

Анализ размерностей позволяет представить это соотно¬
шение в обобщенном, безразмерном виде, существенно сократив 
при этом число параметров (до n +1 = 3): 

St = St(Re,Pr); 

St . ^ ^ J ^ L ; Re s Pr ^ i ^ ; v = £ ( 1 1 . 4 )  

р cpw RePr v a - р 

Покажем, как приходят к сокращенной формулировке 
(11.4), применяя основные положения теории размерностей. 

Первичными (основными) называют единицы измерения, 
представляющие собой некоторые хранимые эталоны. В СИ это 
килограмм (кг), метр (м), секунда (с), градус (К). Масса, длина, 
время, температура измеряются непосредственным сравнением 
этих величин с эталонами или их дубликатами. Число основных 
единиц измерения обозначим через ко. 
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Вторичными (производными) называют единицы измере¬
ния, получаемые из первичных на основе физических законов. 
Например, 1 Н = (1 кг)-(1 м/с 2), т.к. «сила = масса • ускорение». 

Формулой размерности называют степенной одночлен, 
выражающий производные единицы через основные. Например, 
размерность силы: 

[F] = кг N m мN сN%; Nm = 1, N, = 1, N x = -2. 

В списке (11.3) из n определяющих параметров могут быть 
выделены к величин с независимъми размерностями. По опреде¬
лению, система таких к величин обладает следующими свойствами: 

• ни одна из к величин не может быть получена в виде степен
ного одночлена из размерностей других (к - 1) величин этой группы; 

• напротив, размерности всех остальных (n + 1 - к) вели¬
чин выражаются через к независимых размерностей; 

• всегда к < ко, где ко - число основных единиц измерения. 
Выбранные таким образом к величин принимают в каче¬

стве основных единиц измерения некоторой новой, специальной си¬
стемы единиц, удобной для данной конкретной задачи. В этой новой 
системе к величин примут численные значения, равные единице, по¬
скольку они сами являются эталонами. Остальные (n + 1 - к) величин 
образуют безразмерные комплексы, в соответствии с формулами 
размерности. Следовательно, функциональная связь между (n + 1) 
размерными величинами будет представлена соотношением между 
(n + 1 - к) безразмерными комплексами (п - теорема). 

Запишем алгоритм практической работы методом анализа 
размерностей: 

1. Составить физически обоснованный список определя¬
ющих параметров, такой как (11.3). 

2. Выбрать систему из ко основных единиц измерения 
(например, СИ, ко = 4). 

3. Выбрать любой из n определяющих параметров как 
первую из величин с независимыми размерностями. 

4. Повторять, пока не будут просмотрены все n определя¬
ющих параметров и не выделены к величин с независимыми раз¬
мерностями, следующие действия: 

- попытаться выразить размерность следующего опреде¬
ляющего параметра через уже отобранные величины с независи¬
мыми размерностями; 
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- если это удается сделать, запомнить полученное выражение; 
- иначе отнести параметр к списку величин с независимы

ми размерностями. 
5. Выразить размерность искомой величины (а в нашем 

примере) через k независимых размерностей. 
6. Перейти к новой системе измерения, основными едини

цами которой служат k величин с независимыми размерностями. 
7. Проверить число полученных комплексов. Оно должно 

быть равно (n + 1 - k). 
Проделаем эти операции с (11.3): 

1. a=a(w,l, р, cp, А, ц) ; n = 6. 

2. СИ: кг, м, с, К; ko = 4. 
3. l, м - первая величина с независимой размерностью. k = 1 
4 р, кг/м3; [р] не может быть выражена через [/ ] , ^ = 2 

т.е. (/, р) - величины с независимыми размерностями; 

w, м/с; [w] не может быть выражена через [I] , [р], = 3 
т.е. (/, р, w) - величины с независимыми размерностями; 

Cp, Дж/(кг К) = (м 2 / с 2 ) /К ; [cp] не может быть выра
ж е н а через размерности [ /] , [р], [w], = 4 

т.е. (I, р, w, cp) - величины с независимыми размерно¬
стями; 

X, Дж/(с м К); 
Формула размерности: [А] = [ С р ] [ р ^ ] [ / ] ; 

(кг/м 3)(м 2/с); 
Формула размерности: [ц] = [ р ] М [ / ] . 

5 а, Дж/(с м 2 К); 
Формула размерности: [а ] = [Ср] [р ]М. 

= f 
pcpwl pwl 

k = 4 

k = 4 

a wl v n c p ц 
St = = ; Re = — ; Pr = — = — - ; v ^ —; 

6 p cpw RePr v a А p (11.5) 

St = St(Re,Pr); 

Nu = Nu(Re,Pr). 

7. (n + 1 - k) = 6+1- 4 = 3. 
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Работа методом анализа размерностей завершена. Дей
ствительно, удалось сократить список определяющих параметров 
с исходного значения n = 6 до 2, т.е. на число k = 4 величин с не
зависимыми размерностями. В нашем примере k = ko, где ko = 4 -
число основных единиц измерения (вообще говоря, k < ko). 

Это замечательный результат, позволяющий существенно 
упростить поиск конкретного вида функциональной зависимости. 
Метод размерностей, как и метод оценки порядка величин, эф
фективно применяется при предварительном анализе сложных 
проблем тепломассообмена. 

11.2. Теплопроводность твэла 

Стержень тепловыделяющего элемента ядерного реакто
ра (твэла) собирается из таблеток оксида урана. Ядерное топливо 
заключено в защитную оболочку из циркониевого сплава - мате¬
риала, слабо поглощающего тепловые нейтроны. Между топлив¬
ным стержнем и оболочкой имеется зазор - тонкая газовая про¬
слойка, заполненная химически нейтральным и высокотеплопро¬
водным гелием (рис. 11.1). 

Мощность внутренних источников теплоты в твэлах до¬
стигает 109 Вт/м 3, а теплонапряженность охлаждаемой поверхно¬
сти, т.е. плотность теплового потока на поверхности оболочки -
1.5-10 6 Вт/м 2. 

Рис. 11.1. Схематическое изображение твэл 
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Необходимо обеспечить эффективное охлаждение, чтобы 
уровень температур был приемлемым для имеющихся материалов. 

В наиболее распространенных гражданских реакторах типа 
ВВЭР охлаждение осуществляется водой под давлением 15 МПа. 
Температура насыщения при этом давлении 342°C, а температура 
теплоносителя (воды) - примерно 300°C, т.е. твэлы охлаждаются не-
кипящей, недогретой до температуры насыщения водой. Коэффици
ент теплоотдачи составляет примерно 30000 Вт/(м 2 °C). 

Для оксида урана, относящегося к типу керамического ядер¬
ного топлива, температура может быть очень высокой, поскольку 
температура плавления UO 2 составляет 2800°C. Однако допустимая 
температура циркониевых оболочек гораздо ниже - около 400°С. 
Если этот предел превышен, то резко ухудшаются механические 
свойства оболочки, а при еще более высоких температурах в контак¬
те с водой быстро развивается разрушительная коррозия. 

При проектировании твэла необходимо проверить, не пре¬
вышают ли температуры ядерного топлива и защитной оболочки 
допустимых значений. Расчет проводится при заданной мощности 
внутренних источников qv и заданных условиях охлаждения: тем
пературе воды tf и коэффициенте теплоотдачи а. 

В конструкции твэла можно выделить две области: 
• цилиндрический стержень с внутренними источниками; 
• зазор и оболочку без внутренних источников. 
Для второй области расчетные соотношения получены в гл. 4 
Новой задачей является расчет температурного поля в 

твердом теле с внутренними источниками теплоты. 

Цилиндр с внутренними источниками 
Начнем вычисления с уравнения сохранения (4.18) (гл.4) для 

одномерных стационарных задач, которое мы перепишем здесь с 
учетом геометрии конкретной задачи (рис. 11.1): 

r 

q(r) • F(r) = qv JF(r) • dr . 
0 

Правая часть этого выражения есть внутреннее тепловы¬
деление в сплошном цилиндре с текущим радиусом r, 0 < r < ГЬ 
Левая часть - тепловой поток через поверхность F(r). 
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Подстановка 
F (r) = 2nr 

приводит к уравнению: 
q(r) • 2п • r = qL (r) = qV • пr2 (11.6) 

согласно которому линейная плотность теплового потока увели
чивается по радиусу твэла благодаря действию внутренних источ
ников теплоты. 

С учетом выражения для плотности теплового потока, 

q(r ) = -l(t )°-, 
8 r 

из уравнения сохранения (11.6) получается следующее дифферен
циальное уравнение для температурного поля: 

,8t . 2nr 2 

- X — 2 n r = q

v—~. (11.7) 
8 r 2 

Переменные в этом уравнении разделяются. Проведем ин¬
тегрирование на полном интервале: 

j l (t) dt 
2 

q v r 1 

t 1
 - t o 4 ( t o - 1 1 ) ' 

Вводя величину среднеинтегрального коэффициента теп
лопроводности, можно записать расчетное соотношение для пере¬
пада температуры внутри твэла в следующей компактной форме: 

t1 

f l ( t ) dt 

* = » ± . i . = i _ . <"- 8> 
4 l m m h - to 

Заметим, что формула (11.8) дает точное решение диффе
ренциального уравнения (11.7) в квадратурах. Числовые погрешно¬
сти могут возникнуть при приближенном вычислении интеграла. 

Если X = TOnst, то из (11.8) следует квадратичный закон 
изменения температуры по радиусу (чтобы увидеть это, зафикси¬
руйте в At = t0 - t 1 величину t 0 и рассматривайте t 1 как функцию 
от радиуса п ) . 

В действительности теплопроводность оксида урана силь¬
но зависит от температуры (рис. 11.2) и эту зависимость необхо¬
димо учитывать при практических расчетах. 
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Х U 0 2 ( t ) := 8 . 7 0 6 + •9.11-10" •t + 3.992-10" 6 t2 + (- 5.004 х 10" 1 0 ) . t 3 

X U 0 2 ( t ) 

10 
8 
6 
4 
2 
0 

1000 2000 

Рис. 11.2. Теплопроводность оксида урана (Вт/м °С) 
в зависимости от температуры (°С) 

Прямые вычисления по формулам (11.8) можно выпол
нить, если заданы температуры на оси и на поверхности, fo и ft. 
Сначала рассчитывается среднеинтегральный коэффициент те
плопроводности Xm, а затем мощность тепловыделения qv, обеспе
чивающая принятый в начале расчета перепад температур. 

Однако естественная постановка задачи другая. Задается 
мощность тепловыделения qv и температура поверхности топлив
ного стержня ft. Требуется найти температуру в центре fo (это мак
симальное значение температуры в твэле). 

Для таких вычислений потребовалось разработать не
большую Mathcad-программу (рис. 11.3): 

• сначала заданы числовые значения двух основных, не¬
изменяемых в данном расчете параметров: мощности источника и 
радиуса топливной таблетки; 

• далее записана функция, определяющая среднеинте-
гральное значение Xm, и выражение eq, которое должно обращать
ся в ноль согласно основной расчетной формуле (11.8); 

• в качестве входного параметра указана температура по¬
верхности стержня t1; 

• последняя строка содержит начальное приближение для 
искомой величины fo (принмается fo = ft), обращение к встроен
ной функции root для решения нелинейного уравнения eq и чис
ловое значение результата. 

0 
t 
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Рис. 11.3. Расчет максимальной температуры твэла 

Итак, чтобы воспользоваться точным решением (11.8) за
дачи о твэле, потребовались компьютерные вычисления. Заметим, 
что это самый простой способ решения, если необходимо пра
вильно учесть влияние температурной зависимости коэффициента 
теплопроводности ядерного топлива. 

Расчет теплопередачи через зазор и оболочку 
Теплота, выделившаяся в активном стержне, далее переда

ется через газовый зазор и циркониевую оболочку к охлаждаю
щей воде. Поскольку в этой области внутренних источников нет, 
величина линейного потока qL сохраняется постоянной. Из (11.6) 
следует: 

Воспользуемся известными расчетными формулами для 
цилиндрической стенки без тепловыделения, см. (4.27). 

Учтем, что теплопроводность гелия в газовой прослойке 
существенно зависит от температуры (рис. 11.4), в то время теп¬
лопроводность циркониевого сплава можно считать постоянной: 

R 
1 
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где 

t2 t3 
Rr 

1 r  1 - i n ^ , 
2 П • \ r Г2 

Г2 = Г1 + 5ne ; Г3 = Г2 + 5 Zr 

Рис. 11.4. Теплопроводность газообразного гелия (Вт/м °С) 
в зависимости от температуры (°С) 

Теплоотдачу на поверхности оболочки опишем уравнени¬
ем Ньютона-Рихмана: 

q ( r 3 ) = a ^ ( t 3 " t f ) , 

преобразованным для линейной плотности теплового потока: 

RL. 
1 

R L , a ^ 2 л r 3 - a ' 

Величина R L > a называется линейным сопротивлением теп
лоотдачи. 

Линейные термические сопротивления гелиевого зазора, 
оболочки и теплоотдачи на наружной поверхности образуют по
следовательную цепь сопротивлений, через которые проходит 
одинаковый (линейный) тепловой поток Чь: 

t1 ~ ff 
R L , H e + RL,Zr + R L , a 

(11.9) 

t 
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Очевидна аналогия с последовательной электрической цепью. 
Вычисления будут элементарными, если сопротивления 

независимы от температуры. Однако во многих задачах теплопе
редачи это не так. Сейчас мы имеем дело с самым простым приме
ром нелинейного сопротивления, вследствие сильной температур
ной зависимости коэффициента теплопроводности гелия в зазоре. 
Более сложными являются задачи с зависящими от температуры 
сопротивлениями теплоотдачи (как при кипении или конденсации, 
при свободной конвекции или радиационном теплообмене). 

Поскольку проблема является достаточно общей, покажем, 
как организовать расчеты теплопередачи в таких случаях: 

• следует задать температурные зависимости материалов в 
виде функций, к которым могут обратиться другие блоки про¬
граммы (рис. 11.5); 

• следует записать термические сопротивления с учетом 
температурной зависимости (рис. 11.6); 

• следует сформировать для последовательной цепи си¬
стему уравнений, таких как (11.9), содержащих неизвестные тем¬
пературы (ti, t2, ts), и обратиться к решателю системы нелинейных 
уравнений (блок Given («дано») - Find («найти») в Mathcad-
программе на рис. 11.7). 

X UO2 ( t ) := 8 . 7 0 6 + 9.1110"3)-t + 3.992-10"6-t2 + (-5.004 х 10 - 1 0 ) -1 3 

XHe(t) := .146 + 3.339-10 4 -t - 4.219• 10 8 - t 2 

^mUO2( t1 > t2) XUO2(t1) l f | n - 1 2 < 0 . 0 0 1 

rt2 

t2 t1 
XUO2(t) d t 

t 

1 

otherwise 

XmHe(t1 > t2) XH e(t1) if |t1 -12 < 0.001 

( A2 

t2 t1 
XHe(t) d t 

t 1 

otherwise 

Рис. 11.5.Температурная зависимость теплопроводности 
«ядерных» материалов - оксида урана и гелия 

1 

1 
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q v := 10 • 10 

8 z r := 0.00065 

r 2 : r 1 + 8 He 

tf := 300 

R L _ ( 
1 

a • 2 -ж • r-

Г1 := 0.0038 

8 H e := 0.0001 

r 3 : = r 2 + 8 Z r X Zr : = 2 0  

a := 30000 

R L _ Z r 
1 

2 -ж -X 
in 

Zr 

( r 2 ^ 
R L _ H e ( t 1 ' t 2 ) :

 2 X л t \ i n

 r 

Рис. 11.6. Термические сопротивления 

2 

qL := q v-ж-r1 qL = 4.536 х 10 

t 1 := 400 t 2 := 400 t 3 := 400 

Given 

q L 
t 1 t f 

R 

t 1 

t2 

V t3 У 

L_He ( t 1 ' t 2 ) + R L _ Z r + R L _ a 

F l n d ( t 1 ' t2 ' t3) 

q L 
t2 t3 
R L _ Z r 

q L 
t3 - t f 
R L _ a 

t 1 = 942.412 t2 = 408.542 t3 = 352.894 

Рис. 11.7.Теплопередача от поверхности топливного стержня 
к теплоносителю 

8 

:= := 

:= 
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В результате расчета теплопередачи (рис. 11.7) определя¬
ются: 

• температура ts внешней поверхности циркониевой обо¬
лочки, контактирующей с водой; 

• температура t2 внутренней поверхности оболочки; 
• температура ti поверхности топливного стержня из ок¬

сида урана. 

Распределение температуры в твэле 
Теперь, располагая значением t 1, рассчитывают максималь

ную температуру топлива t0 (рис. 11.8). Распределение температуры 
t_fUei(r) внутри тепловыделяющего стержня строят с помощью 
функции eq1 c учетом сильной температурной зависимости тепло
проводности оксида урана. Далее формируется функция для распре
деления температуры t_out(r) во внешней области, т.е. в газовом за¬
зоре, циркониевой оболочке и охлаждающей жидкости. 

Рис. 11.8. Функции для расчета температуры твэла 
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t 0 + 1 0 0 

t _ f u e l ( r ) 2 0 0 0 

t _ o u t ( r ) 

t 0 

t 1 

t 2 

t 3 

1 5 0 0 

1 0 0 0 

5 0 0 

L 3 0 0 , 

r 1 r 3 

\ 

\ 

p 

0 

0 

0 . 0 0 2 0 . 0 0 4 

r , r , 0 , r 1 , r 2 , r 3 r 3 + 0 . 0 0 1 

Рис. 11.9. Температурное поле в твэле ядерного реактора 

Результаты расчета распределения температуры в твэле 
представлены на рис. 11.9 как распределение температуры по ра
диусу. Основное внимание при оценке результатов должно быть 
уделено двум значениям: 

• максимальной температуре ядерного топлива to. Макси¬
мальное предельное значение можно оценить как температуру 
плавления оксида урана, примерно 2800°С; 

• температуре поверхности защитной оболочки t s , где 
происходит контакт с водой. Допустимая температура оболочек 
из циркониевых сплавов - около 400°С. При превышении этого 
значения резко ухудшаются механические свойства оболочки, а 
при еще более высокой температуре в контакте с водой быстро 
развивается разрушительная коррозия. 

Таким образом, рассмотренный температурный режим 
близок к предельному по теплонапряженности. Можно провести 
оптимизационные вариантные расчеты в Mathcad-программе. 
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Вывод всех соотношений в этом разделе основан на предпо
ложении об одномерности температурного поля. Чтобы такая модель 
была верна, геометрия твэла, структура материалов и условия охла¬
ждения на поверхности должны быть осесимметричными. Возможные 
осложнения обсуждаются ниже в рамках двумерной модели твэла. 

11.3. Компьютерное моделирование теплообмена: 
пакет Matlab 

Математическое описание тепломассообмена включает 
систему дифференциальных уравнений в частных производных, 
описывающих нестационарные трехмерные поля скорости, темпе¬
ратуры, концентрации, и краевые условия, задающие взаимодей
ствие объекта с окружающей средой. В общем случае, это слож¬
ная для решения задача, если иметь ввиду сложную геометрию 
реальных инженерных объектов, нелинейность уравнений, разно¬
образие и неустойчивость гидродинамических полей и т.п. 

Универсальным средством решения таких задач становит¬
ся все в большей мере численное моделирование на компьюте¬
рах. Во-первых, численное моделирование востребовано в связи с 
усложнением энергетических технологий. Во-вторых, численное 
моделирование становится доступным благодаря появлению и 
усовершенствованию инженерных математических пакетов, од¬
ним из которых является Matlab. Воспользоваться пакетом Matlab 
- это, возможно, самый короткий путь от теоретического введе
ния в предмет (каким являются гл. 1-4) к решению реальных 
сложных задач тепломассообмена. 

Запустив Matlab и набрав в командном окне «pdetool» (что 
означает инструмент для решения уравнений в частных произ¬
водных), пользователь получает доступ к графическому пользова¬
тельскому интерфейсу (GUI). В разделе меню Draw рисуют ис¬
следуемый объект (возможно, составной и достаточно сложный). 
В разделе PDE выбирают тип и указывают коэффициенты диффе
ренциального уравнения. В разделе Boundary задают граничные 
условия на различных сегментах границы. В разделе меню Solve 
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запускают решатель (интегратор), после чего в разделе Plot ука
зывают, как визуализировать результаты. Далее эти этапы описа
ны подробнее на примере задачи о температурном поле твэла. 

Matlab занимает особое место среди вычислительных ин¬
струментов инженера. Как и другие современные языки програм¬
мирования высокого уровня, Matlab позволяет разрабатывать хо¬
рошо структурированные программы, снабженные графическим 
интерфейсом пользователя (GUI) и системой визуализации ре¬
зультатов. Имеются эффективные средства отладки и совершен¬
ствования программ. 

В дополнение к этим универсальным свойствам, Matlab 
как "matrix laboratory" («матричная лаборатория») обеспечивает 
эффективную работу с векторными и матричными моделями, по¬
скольку использует массив (array) реальных и комплексных чисел 
как базовый элемент данных. Численные алгоритмы Matlab имеют 
репутацию эталонов эффективности. 

В пакет Matlab включены вычислительные инструменты 
(toolboxes), расширяющие круг приложений для специальных ин
женерных областей. Особый интерес для курса тепломассообмена 
представляет PDEToolbox, т.е. специальный инструмент для инте¬
грирования уравнений (систем уравнений) в частных производ¬
ных (PartialDifferentialEquations). Используя совместно графиче
ский интерфейс PDEToolbox и средства программирования 
Matlab, мы разработаем далее простую специализированную си¬
стему для исследования температурного поля твэла 
(«Fuel_El_UO2_He_Zr»). 

Основным объектом в PDEToolbox является уравнение эл¬
липтического типа, представленное в двух эквивалентных формах 
(принятой в Matlab или в нашем теоретическом введении): 

11.4. Математическая формулировка 

(11.10) 
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Уравнение записано для двухмерной области Q. Коэффи¬
циенты c, a, f могут быть функциями координат и зависимой пе¬
ременной u. В последнем случае уравнение будет нелинейным. 

Можно решать также параболическое уравнение: 

d — - V - ( c V u ) +au = f; 

d —— div(c gradu) + au = f 

c коэффициентами, вообще говоря, зависящими от времени t (но 
не от искомой переменной u). 

Применительно к задачам теплообмена: 
• зависимую переменную u идентифицируют с темпера¬

турой; 
• коэффициент с - с теплопроводностью тела; 
• коэффициент f - с объемной мощностью внутренних 

источников теплоты; 
• произведение a u может представлять отвод теплоты в 

окружающую среду с нулевой температурой или специальный вид 
внутреннего источника (стока) теплоты; 

• коэффициент d для нестационарной задачи есть объем¬
ная теплоемкость рс. 

Полезно сопоставить уравнение (11.11), записанное в сти
ле пакета Matlab, с уравнением теплопроводности (2.14), выве¬
денным в гл. 2: 

pCp - ° - = - d i v ( - A , g r a d t ) + qV . 
о т 

Круг приложений может быть расширен в случае системы 
с двумя искомыми переменными (u1, u2). Например, если (u1, u2) -
составляющие вектора скорости, то уравнения описывают дву¬
мерные течения в пористой среде. 

Если u1(x,y) - это температура, а u2(xy) - скорость устано¬
вившегося течения в канале, то получается модель теплообмена в 
длинных каналах. 

376 



На границах dQ области ставятся граничные условия: 
условие Дирихле: 

hu = r (11.12) 

(например, задается распределение температуры вдоль границы) 

где n - внешняя нормаль к поверхности тела. 
Условие (11.13) в случае g = 0 и q-ф 0 описывает тепло¬

отдачу с окружающей средой при нулевой температуре (усло¬
вие 3-го рода, q - коэффициент теплоотдачи; мы придержива¬
емся здесь формальных обозначений Matlab). Если q = 0, g-ф 0, 
то задается плотность теплового потока на поверхности (усло¬
вие 2-го рода). 

В общем случае соответствующим подбором коэффици¬
ентов (q, g) как функций координат и температуры на поверхно¬
сти могут быть описаны разнообразные сложные условия тепло¬
вого взаимодействия с окружающей средой. 

При аксиальной симметрии твэла и при отсутствии замет¬
ных продольных изменений температурное поле будет одномер¬
ным, изменяющимся только по радиальной координате. В учеб¬
ном курсе рассматривается решение одномерной стационарной 
задачи с переменными коэффициентами в пакете Mathcad. 

Нарушения аксиальной симметрии в результате техноло¬
гических погрешностей, неоднородности условий охлаждения и 
т.п. делает задачу двухмерной. Далее представлено решение этой 
задачи в пакете Matlab PDEToolbox. Рассмотрены искажения 
температурного поля твэла вследствие эллипсоидальности обо¬
лочки, т.е. неравномерности толщины гелиевого зазора. Моде¬
лируется также влияние неоднородности охлаждения из-за 
ухудшения теплоотвода на одном из сегментов внешней поверх¬
ности твэла. 

или обобщенное условие Нейманна: 

(11.13) 

11.5. Задача о температурном поле твэла 
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11.6. Создание модели в графическом 
интерфейсе пользователя 

В командном окне Matlab запускают инструмент 
PDEToolbox посредством команды: 

>>pdetool. 
Ниже на рис. 11.10-11.26 представлена последователь¬

ность работы Matlab. 
В пункте меню Options, Application устанавливают область 

инженерных наук, в нашем случае, HeatTransfer (теплообмен). 
В пункте меню Options, Axis limits ... устанавливают раз¬

меры двухмерной рабочей области, в которой будут производить¬
ся геометрические построения: для оси x - [-0,005 0,005] и для 
оси y - [-0,005 0,005]. 

Рис. 11.10. Входной интерфейс 
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Построение объекта 
В меню Draw (чертить) строят геометрический объект, в 

нашем случае, круглый стержень из диоксида урана с несколько 
деформированной, эллипсоидальной циркониевой оболочкой. 
Выбирают Draw, Ellipse/circle (centered) и правой (!) кнопкой мы
ши строят круг радиусом 0,0038 мм с центром в начале коорди
нат. Эта область автоматически затемняется и снабжается меткой 
C1 (Circle1). 

Рис. 11.11. Построение объекта 
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Далее выбирают Draw, Ellipse/circle (centered) и левой 
(!) кнопкой мыши строят эллипс с полуосями (0,0038+0,0005) 
мм и (0,0038+0,0001) мм с центром в начале координат (метка 
E1). Повторяют эту операцию для эллипса с полуосями 
(0,0038+0,0005+0,00065) мм и (0,0038+0,0001+0,00065) мм 
(метка E2), где 0,00065 мм - толщина циркониевой оболочки. 

При манипуляциях с мышью трудно достичь нужной точ¬
ности позиционирования объектов. Однако двойной щелчок на 
объекте открывает диалоговый бокс, где можно установить точ¬
ные координаты и размеры. 

В окне Setformula автоматически генерируется формула 
алгебры множеств C1+E1+E2, согласно которой по умолчанию 
образуется составной объект как сумма (объединение) трех гео¬
метрических примитивов (элементарных объектов, таких как пря¬
моугольники, окружности, эллипсы, многоугольники. Можно ре¬
дактировать эту формулу, применяя операции суммы (объедине¬
ния), пересечения (умножения) и разности (вычитания) множеств. 
Например, операция вычитания применяется для образования от¬
верстия или полости в твердом объекте. 

Напомним, что сумма, или объединение, дает тело, каждая 
точка которого принадлежит хотя бы одному из примитивов. Пе¬
ресечение (умножение) образует объект, точки которого принад¬
лежат одновременно обоим примитивам. При вычитании A - B 
остаются те точки A, которые не принадлежат одновременно B. 

Графические построения на основе комбинирования про¬
стых геометрических тел (примитивов) обозначаются аббревиату¬
рой CGS (ConstructiveSolidGeometry, конструктивная блочная 
геометрия). 

Объединение элементарных объектов не уничтожает внут¬
ренних границ, как это хорошо видно при переходе в режимы 
Boundary, Boundarymode (границы) и PDE, PDEmode (установка 
коэффициентов дифференциальных уравнений в различных по¬
добластях). Предполагается в частности, что физические парамет¬
ры могут быть различными в подобластях, разделенных внутрен¬
ними границами. На самих внутренних границах считаются вы¬
полненными условия непрерывности величин u и потоков. 
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Если же подобласти однородны, то внутренние границы 
могут быть удалены в режиме Boundarymode. 

Постановка граничных условий 
Используя меню программы PDEToolbox, переходят в ре

жим Boundary, Boundarymode. 

Рис. 11.12. Задание граничных условий 
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Внешние границы высвечиваются синим цветом. Показы¬
ваются номера сегментов границы, если в меню Boundary отмечен 
пункт ShowEdgeLabels. Чтобы специфицировать условия, напри¬
мер, на сегменте 11, отмечают его двойным щелчком и переходят 
в меню к пункту SpecifyBoundaryConditions... . 

В открывшемся диалоговом окне выбирают тип гранично¬
го условия (в рассматриваемой задаче - обобщенное условие 
Нейманна (Neumann)) и задают коэффициенты g (Heatflux, плот
ность теплового потока) и q (Heattransfercoefficient), коэффициент 
теплоотдачи. 

При указанных числовых значениях мы специфицировали 
граничное условие 3-го рода, приняв, что температура объекта T 
отсчитывается от температуры окружающей среды. Коэффициент 
теплопроводности тела (обозначение k в уравнении Boundarycon-
ditionequation) будет определен далее при спецификации коэффи¬
циентов дифференциального уравнения. 

) Boundary Condition 
Boundary condition equation: n*k*grad(T)+q*T-g 

Condition type: Coefficient Value Description 

® Neumann Э 0 ] Heatflux 

ODinch lo t 4 |30000 J Heat transfer coefficient 

h |1 ] Weight 

|0 J Temperature 

OK I | Cancel 

Рис. 11.13. Выбор типа граничных условий 

Указанные операции повторяют для остальных сегментов 
границы с окружающей средой. Если эти условия одинаковы, то 
отмечают все границы при нажатой клавише Shift и выполняют 
операцию для всех границ сразу. 

Можно вызывать нужный сегмент границы двойным щелч¬
ком, например, чтобы проконтролировать правильность ввода. 
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Спецификация коэффициентов дифференциального 
уравнения 

Переходят в режим PDE, PDEMode, отметив также пункт 
Show Subdomain Labels (показать метки подобластей). 

Щелчком мыши на номере выделяют необходимую подоб¬
ласть, в примере это область 2, соответствующая гелиевому зазо¬
ру между таблеткой ядерного горючего 3 и циркониевой оболоч¬
кой 1. 

Рис. 11.14. Задание коэффициентов дифференциального уравнения 

Двойной щелчок по номеру подобласти вызывает диалоговое 
окно для ввода коэффициентов дифференциального уравнения. 
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•> PDE Specification _ I 
E q u a t i o n : - d i v ( k * g r a d ( T ) ) - Q + h * ( T e K t - T ) , T - t e r n p e r a t u r e 

T y p e of P D E : Coef f ic ient V a l u e D e s c r i p t i o n 

® E l l ip t i c rho 1.0 D e n s i t y 

О Pa rabo l i c С 1.0 Hea t c a p a c i t y 

H y p e r b o l i c к 0 . 1 4 6 - Ю . 0 0 0 3 3 4 * ( и + 3 0 [ | Coeff. o f heat c o n d u c t i o n 

E ig en m o d e s Q 0 Hea t s o u r c e 

h 0 Convec t i ve heat t r ans fe r coeff. 

Т о й 0 0 E x t e r n a l t e m p e r a t u r e 

l O K | С C a n c e l 

Рис. 11.15. Выбор типа дифференциального уравнения 

Рассматривается стационарная эллиптическая задача, и мы 
отмечаем нужный пункт в левой части диалогового окна (Elliptic 
отмечено по умолчанию). Дифференциальное уравнение тепло¬
проводности показано в верхнем окне. Смысл коэффициентов по¬
ясняется в правом окне. 

Мы исключаем в правой части конвективный оператор 
h*(Text -T) и устанавливаем h, Text = 0. (Вообще говоря, этот опе
ратор может быть полезен для постановки другой задачи - с тон
ким диском, отдающим теплоту в окружающую среду с верхней и 
нижней плоской круглой поверхности, но не для рассматриваемой 
сейчас задачи с длинным тепловыделяющим стержнем). 

Принципиальный для реальных приложений вопрос о воз¬
можной сильной зависимости свойств тела от температуры реша¬
ется следующим образом. В окне ввода коэффициента теплопро¬
водности k видна формула, задающая температурную зависи¬
мость. В режиме работы с графическим интерфейсом пользовате¬
ля (GUIпрограммыpdetool), как это происходит сейчас, формула 
вводится вручную по правилам записи выражений, принятым в 
Matlab. Обозначение зависимой переменной "u" принято по умол¬
чанию в пакете PDEToolbox, и мы должны использовать его вме¬
сто мнемонического T для прикладной области «теплообмен» (см. 
Options, Application, Heattransfer). Слагаемое «300» означает точку 
отсчета температуры, т.е. температуру окружающей среды. 

Мощность внутренних источников в гелиевом зазоре нуле¬
вая, поэтому Q = 0. 
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Для центральной области с внутренним тепловыделением ука
зывается значение мощности внутренних источников теплоты, Вт/м3. 

•> PDE Specification |Т~|[п"|[х~ 
E q u a t i o n : -div(k*grad[T))=Q+h*(Text-T], T=temperatLjre 

T y p e of PDE: Coef f ic ient V a l u e D e s c r i p t i o n 

( • ) E l l ip t i c rho |1.0 D e n s i t y 

О Pa rabo l i c С |1.0 Heat c a p a c i t y 

H y p e r b o l i c k p 7 0 6 - 0 00911*(u+300| Coeff. of heat c o n d u c t i o n 

E i g e n r n o d e s Q |1еЭ Heat sou rce 

h 0 Convect ive heat transfer coeff. 

Tex t |o.o E x t e r n a l t e m p e r a t u r e 

OK ] [ C a n c e l 

Рис.11.16. Задание мощности внутреннего источника 

Поскольку задача с переменными, зависящими от темпера¬
туры, свойствами становится нелинейной, необходимо указать это 
в разделе Solve, Parameters..., Usenonlinearsolver (применить не¬
линейный решатель), иначе при запуске решения будет выдано 
сообщение об ошибке. 

Генерация сетки 
В пакете PDEToolbox применятся численный метод конеч¬

ных элементов (FEM, finite-element method), который предусматри¬
вает разбиение расчетной области на треугольники конечных (хотя и 
малых) размеров. Искомое поле температуры представляется значе¬
ниями в вершинах треугольников. Триангуляция расчетной области 
является эффективным способом учесть особенности сложной гео¬
метрии реальных объектов. Дифференциальное уравнение в частных 
производных используется для того, чтобы тем или иным способом 
вывести и записать систему алгебраических уравнений для узлов 
сетки (вершин треугольников). Решение такой системы, в реальных 
задачах с очень большим числом неизвестных, является центральной 
проблемой численного анализа. Соответствующий блок вычисли¬
тельной программы (solver, решатель) требует значительных вычис¬
лительных мощностей и времени выполнения. Для показанной пер¬
вичной, достаточно грубой сетки (InitializeMesh) число узлов (число 
неизвестных) составляет 561, а после улучшения (RefineMesh) - еще 
на порядок больше. 
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Решение 
В режиме Solve, SolveParameters (решение, параметры 

решения) следует отметить Usenonlinearsolver (использовать не¬
линейный решатель) и указать начальное приближение для тем¬
пературы, поскольку процедура решения для нелинейных задач 
носит итерационный характер. 

Дополнительно можно включить режим автоматического 
улучшения решения (Adaptive mode). 

•> Solve Parameters EM'S 
Adaptive mode 

M a x i m u m number of t r iang les : 

0 Use nonl inear solver 

Nonl inear to le rance : 

2580 1e-4 

M a x i m u m number of re f inements : Init ial so lu t ion : 

10 1000 

Tr iangle se lec t i on m e t h o d : 

• • • W o r s t t r iang les 

Relat ive to le rance 

User-def ined func t ion : 

Jacob ian : Tr iangle se lec t i on m e t h o d : 

• • • W o r s t t r iang les 

Relat ive to le rance 

User-def ined func t ion : 

f ixed 

Tr iangle se lec t i on m e t h o d : 

• • • W o r s t t r iang les 

Relat ive to le rance 

User-def ined func t ion : 

No rm: 

inf 

W o r s t t r iangle f rac t ion: 

0.5 

Ref inement m e t h o d : 

longest 

[ O K Cance l 

Рис. 11.18. Задание опций решения 

Запуск решения осуществляется выбором Solve, SolvePDE 
или нажатием кнопки «=» на панели инструментов. 
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Визуализация решения 

Рис. 11.19. Визуализация результатов решения 

Температурное поле твэла как результат численного реше¬
ния представлено цветом (Color, цветовая шкала представлена 
справа) и изотермами (Contour). Отчетливо видна асимметрия 
распределения температуры, вызванная неравномерностью зазора 
и ухудшенными условиями теплоотдачи на левом верхнем сег¬
менте внешней поверхности. 
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В режиме Plot, Parameters предоставляются дополнительные 
способы визуализации результатов. Векторное поле плотности теп¬
лового потока (heatflux) будет построено, если выбрать Arrows 
(стрелки). Пространственный график распределения температуры 
получается при включении позиции Height (3-Dplot), temperature. 

Рис. 11.20. Построение пространственных полей температуры 
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Отчетливо видны сильные перекосы температурного поля, 
способные вызвать значительные и неравномерно распределенные 
температурные напряжения в твэле. Температура циркониевой 
оболочки (синий и голубой ободки на рисунке) в рассматривае¬
мом экстремальном режиме функционирования твэла явно пре¬
восходит допустимый предел (примерно 400°С). Эксперименти¬
рование с различными режимами, в том числе аварийными, со¬
ставляет основную задачу численного моделирования инженер¬
ных объектов. 

Имеются дополнительные возможности улучшения графи
ки, открывающиеся при работе с меню. Можно добавить коммен¬
тарии, изменить палитру и т.п. 

Рис. 11.21. Анализ температурного поля 
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11.7. Экспорт решения и постпроцессорная обработка 

Экспорт решения в среду Matlab 
Результаты численного моделирования сохраняются в ре

жиме Solve > ExportSolution 

Export 

Variable name for solution: 

Е Ж Е ) 

Рис. 11.22. Сохранение результатов решения 

Кроме того, необходимо экспортировать данные о расчет
ной сетке: Mesh, ExportMesh. 

Export Т][п 
Variable names for mesh data (points, edges, triangles): 

p e t 

Рис. 11.23. Сохранение данных расчетной области 

В результате становятся доступными данные о температу¬
ре (матрица u), координатах x, y точек (матрица p), сторонах (мат¬
рица e) и треугольниках (матрица t). Они могут быть сохранены в 
файлах, таких как dltHemax.mat, dltHemin.mat и использованы 
для дальнейшей, так называемой, постпроцессорной обработки 
результатов. 
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-J M A T L A B • X 

File Edi t View Graphics Debug Desktop Window Help 

f C : \Documents and Set t ings\A lex\MoM документы\НМТ_Е-Воок \Ма11ао_НМТ\6 I I I - , ] a 
Shor tcuts HI HM_Exch_Red i j ced [Z] How to Add [Z] Wha t ' s New 

D . . . ' x X 

D t f l U « « r . # H f . | SI в <• * V [ i a i m ? X 

Al l Fi les 1 function Fuel El U 0 2 He Zr 
В Copy of Fuel_EI_U02_He_Zr 
BdltHe_max.mat 
3 dltHe_min.mat 
В Fuel_EI_Post_Proc.m 
• Fuel_EI_U02_He_Zr.m 

2 % Fuel_EI_U02_He_Zr.m 
3 % Ellipsoidal deformation of Zr-cladding 
4 % Heat transfer drop at surface segment 
5 % 2D-numerical modelling of temperature field. 

7 % ================================= 
8 % Input data to edit: 

< * 

10 % Geometry input data: 
11 - dlt_He_min=0.0001; 

< m • 
W o r k s p a c e * x C o m m a n d W i n d o w X 

•ft Й £ i a 0 • [ i u = 

Name [savel 1 Va lue 1.0e+003 * 
B e < 7 x 2 1 9 d o u 

Sp <2x561 dou 

fflt < 4 x 1 0 6 0 dc 

EBu I « 5 6 1 x 1 dot 

• 1 • 

1.7575 
0.7341 
1.5072 
0.8165 
0.7773 
0.1514 
0.0790 
0.1903 

ф Start | 

Рис. 11.24. Обеспечение постпроцессорной обработки результатов 

Постпроцессорная обработка. Распределение темпера
туры по окружности топливного стержня 

Небольшая Matlab программа сопоставляет распределение 
температуры по окружности топливной таблетки при работе твэла 
с нормальным гелиевым зазором и увеличенным зазором при эл
липсоидальной деформации оболочки. Это пример пользователь
ского расширения ограниченных возможностей визуализации 
результатов, предусмотренных непосредственно в PDEToolbox. 
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Matlab - функция¥ие1_Е1_и02_Ие_2г 
При разработке модели в режиме графического пользова¬

тельского интерфейса, как описано выше, автоматически создает¬
ся функция Matlab c именем (по умолчанию) functionpdemodel, 
являющаяся протоколом действия пользователя. Вызов этой 
функции в среде Matlab воспроизводит все необходимые установ¬
ки и запускает решение задачи. 

Однако если производится численное моделирование объ¬
екта с изменяющимися размерами, свойствами, условиями на гра¬
ницах, то стандартная процедура становится слишком громоздкой 
и трудоемкой. 

Средствами языка программирования Matlab можно так 
модифицировать автоматически созданную функцию, чтобы ва¬
рьируемые параметры задавались в специальном блоке програм¬
мы (или даже в универсальном графическом интерфейсе пакета 
Matlab). 

В приводимом далее тексте функции Fuel_El_UO2_He_Zr 
первый блок программы: 

% Geometryinputdata 
содержит геометрические параметры твэла: минимальную 

и максимальную толщину гелиевого зазора, толщину цирконие¬
вой оболочки, радиус топливной таблетки. Этим параметрам при¬
сваиваются значения, которые используются затем при построе¬
нии расчетной области функциями pdecirc, pdeellip. Таким обра¬
зом, вместо того чтобы вручную перерисовывать сложный объект, 
можно изменить размеры в тексте программы, и новый вариант 
будет построен автоматически. 

Аналогично вводятся параметры теплоотдачи, температу
ры окружающей среды, мощности внутренних источников. Коэф¬
фициенты теплопроводности диоксида урана и гелия существенно 
зависят от температуры и для их расчета вводятся соответствую¬
щие аппроксимации. 

Параметризация задачи существенно упрощает работу с 
моделью, поскольку редактирование значений легко осуществля¬
ется в окне редактора Matlab. 
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function Fuel_El_UO2_He_Zr 
% Fuel_El_UO2_He_Zr.m 
% Ellipsoidal deformation of Zr-cladding 
% Heat transfer drop at surface segment 
% 2D-numerical modelling of temperature field. 

0/ 
% 
% Input data to edit: 

% Geometry input data: 
dlt_He_min=0.0001; 
dlt_He_max=0.0005; 
% dlt_He_max=0.0001; 
dlt_Zr = 0.00065; r_UO2 = 0.0038; 
R_el_in1=r_UO2+dlt_He_max; 
R_el_in2=r_UO2+dlt_He_min; 

R_el_out1=R_el_in1+dlt_Zr; R_el_out2=R_el_in2+dlt_Zr; 

% Boundary conditions input data: 
alfa = '30000'; 
alfa_drop = '1000'; 
t f = '300'; 

% PDE coefficients: 
qV='1e9'; 
lmbd_Zr='20'; 
% Use concatenation with square brackets to joins 
% text variables together into larger strings: 
lmbd_He= ['0.146+0.000334*(u+' t f ) ' ] ; 
lmbd_UO2=['8.706 - 0.00911*(u+' t f ')+3.992e-6*(u+' t f 

')A2 - 5.004e-10*(u+' t f ')A3']; 
% ================================= 
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[pde_fig,ax]=pdeinit; 
pdetool('appl_cb',9); 
set(ax,'DataAspectRatio',[1 1 1]); 
set(ax,'PlotBoxAspectRatio',[1 1 1]); 
set(ax,'XLim',[-R_el_out1* 1.05 R_el_out1*1.05]); 
set(ax,'YLim',[-R_el_out1* 1.05 R_el_out1*1.05]); 
set(ax,'XTickMode','auto'); 
set(ax,'YTickMode','auto'); 

% pdecirc(0,0,0.0038,'C1'); 
pdecirc(0,0,r_UO2,'C1') 
pdeellip(0,0, R_el_in1, R_el_in2,0,'E1') 
pdeellip(0,0,R_el_out1,R_el_out2,0,'E2') 
set(findobj(get(pde_fig,'Children'),'Tag','PDEEval'),'String','C1 
+E1+E2') 

% Boundary conditions: 
pdetool('changemode',0) 
pdesetbd(12,...'neu',...1,...alfa,...'0') 
pdesetbd(11,...'neu',...1,...alfa,...'0') 
pdesetbd(10,...'neu',...1,...alfa,...'0') 
pdesetbd(9,...'neu',...1,...alfa_drop,...'0') 

% Mesh generation: 
setappdata(pde_fig,'Hgrad',1.3); 
setappdata(pde_fig,'refinemethod','regular'); 
% [p,e,t]=initmesh(g); 
% [p,e,t]=refinemesh(g,p,e,t); 
pdetool('initmesh') 
% pdetool('refine') 

% PDE coefficients: 
pdeseteq(1,... 
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[lmbd_Zr '!' lmbd_He '!' lmbd_UO2],... 
'0!0!0',... 
['(0)+(0).*(0.0)!(0)+(0).*(0.0)!(' qV ')+(0).*(0.0)'],... 
'(1.0).*(1.0)!(1.0).*(1.0)!(1.0).*(1.0)',...'0:10',...'0.0',...'0.0',...'[0 100]'); 

% Use the "char" function to create character array 
% from strings of different lengths (see 2-26 Programming) 
setappdata(pde_fig,'currparam',... 
char('1.0!1.0!1.0',... 
' 1.0!1.0!1.0',... 
[lmbd_Zr '!' lmbd_He '!' lmbd_UO2],... 
['0!0!' qV],... 
'0!0!0',... 
'0.0!0.0!0.0 ')) 

% Solve parameters: 
setappdata(pde_fig,'solveparam',... 
str2mat('0','6360','10','pdeadworst',... 
'0.5','longest','1','1e-4','1000','fixed','inf')); 

% Plotflags and user data strings: 
setappdata(pde_fig,'plotflags',[1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 1 1 0 0 0 1]); 
setappdata(pde_fig,'colstring',''); 
setappdata(pde_fig,'arrowstring',''); 
setappdata(pde_fig,'deformstring',''); 
setappdata(pde_fig,'heightstring',''); 

% Solve PDE: 
pdetool('solve'); 
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Заключение 

PDEToolbox является эффективным и доступным сред
ством решения задач тепломассообмена. Освоение этого встроен
ного в Matlab инструмента является естественным первым шагом 
к более мощным вычислительных пакетам, в особенности к си
стеме Femlab, также базирующейся на вычислительной среде 
Matlab и известной как оперативное средство решения сложных 
реальных задач. 

PDEToolbox сочетает в себе, с одной стороны, фирменный 
графический пользовательский интерфейс, встроенные эффектив¬
ные алгоритмы построения областей, сеток, решений, и - с другой 
- открытость программы, возможность пользовательского вмеша¬
тельства на разных уровнях. Благодаря этому, можно разрабаты
вать удобные специализированные системы, как в приведенном 
выше простом примере задачи о температурном поле твэла (см. 
функцию «Fuel_El_UO2_He_Zr»). 

11.8. Примеры решения задач 
в пакетах MathCad и ANSYS 

Примеры решения задач в MathCad сгруппированы по со¬
ответствующим главам и представлены в [25, 26], ниже предста¬
вим решение задач теплопроводности в пакете Ansys. В настоя¬
щее время пакет Ansys представляет собой многодисциплинарный 
программный комплекс для решения задач механики твердого 
тела, электротехники, магнитодинамики, теплообмена и гидроди¬
намики как в одномерной постановке, так и в рамках 3-D модели¬
рования. 

Ниже на рисунках 11.27, 11.28 представлен входной 
интерфейс программного комплекса Ansys Student раздела 

Mechanical APDL, предназначенного и для решения задач тепло¬
проводности. 
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В области, обозначенной как Main Menu, представлены 
основные этапы моделирования, а именно: 

Preferences - выбор класса задач для решения, выбираем 
тепловые задачи, тип Thermal 

/ \ Preferences far GUI Filtering 

[KEYW] Preferences for GUI Filtering 

Individual discipline^) to show in the GUI 

Г" Structural 

|7 ^Thermal 

Г ANSYS Fluid 

Electromagnetic 

Г" Magnetic-Nodal 

Г~ Magnetic-Edge 

| High Frequency 

Г Electric 

Note: If no individual disciplines are selected they wil all show. 

Discipline options 

(* h-Mrthod 

OK Cancel 

Рис.11.28. Выбор типа решаемых задач 

Рассмотрим применение основных подпунктов Main Menu 
в процессе численного моделирования задач стационарной и не¬
стационарной теплопроводности 

Задача №1. Стационарная теплопроводность пластины 
при граничных условиях 1-го рода 

Плоская стенка выполнена из бетона. Толщина стенки 
8 = 300 мм. На одной стороне стенки температура tc1 = 21 0C, на 
другой tc2 = -28 0C. Найти плотность теплового потока через стен¬
ку и распределение температуры в стенке при плотности бетона 
р = 2000 кг/м 3, теплопроводности X = 1.28 Вт/мхК, теплоемкости 
Cp = 0.84 кДж/кгхК. 

Решение: Анализ условия задачи показывает, что стенка 
имеет два других размера (высота и ширина) много больше, чем 
толщина стенки 8 - приближение плоской стенки, т.е. тепловой 
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поток направлен вдоль толщины стенки, тепловым потоком через 
торцы можно пренебречь. Теплофизические свойства материала 
стенки постоянны, внутренние источники теплоты отсутствуют. 
Математическое описание задачи соответствует задаче одномер¬
ной стационарной теплопроводности гл. 4 п. 4.2 формулы (4.6). 
Задача имеет аналитическое решение, полученное в гл. 4 формулы 
(4.10), (4.12), которое может быть использовано для сравнения. 

Таким образом, при моделировании в Ansys необходимо 
построить двумерный объект - прямоугольник, приближение 
плоской стенки будем задавать с помощью граничных условий 2-
го рода q = 0 на торцах этого прямоугольника. 

Preprocessor - построение объекта исследования, задание 
теплофизических свойств материалов объекта, создание расчет¬
ной области путем генерации сетки из выбранных элементов 

Шаг 1. Выбираем в меню Preprocessor тип элементов, ко
торыми будем разбивать расчетную область Element 
type\Add\Edit\Delete с помощью кнопки Add и далее, например, с 
помощью мышки Thermal Mass\Solid плюс Quad (четырехуголь¬
ник, тип 55) 

Main Me  
Ш Preferences 
• Preprocessor 

Q Element Type 

• Switch Elem Type 
Ш Add DOF 
В Remove DOFs 
• Elem Tech Control 

s Real Constants 
в Material Props 
в Sections 
в Modeling 
[-: IVTes-hina 
DH Checking Ctrls 
s Numbering Ctrls 
в Archive Model 
в Coupling I Ceqn 
в Multi-field Setup 
в Radiation Opts 
DU Loads 
DE Physics 
в Patti Operations 

и Solution 
в General Postproc 
в TimeHist Postpro 
a ROM Tool 
[-: Radiation Opt 
H Session Editor 
• Finish 
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